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O projeto estrutural de passarelas não deve levar em conta apenas os 
efeitos decorrentes das solicitações estáticas. Por se tratar de estruturas leves e 
flexíveis, é necessário considerar os efeitos dinâmicos das solicitações geradas pelo 
caminhar das pessoas, visto que estes podem induzir níveis de vibração na estrutura, 
em uma situação de ressonância, que podem gerar desconforto aos usuários. O limiar 
de desconforto humano já vem sendo estudado por cerca de um século e é 
comumente definido por pesquisadores, manuais e normas em termos de aceleração. 
Dado que o andar humano apresenta componentes nas três direções principais, a 
análise de conforto deve ser feita sempre nessas três direções. Uma vez não satisfeito 
o critério de conforto dos usuários, medidas devem ser tomadas para atenuar a 
resposta dinâmica, como, por exemplo, o enrijecimento estrutural e/ou a instalação de 
amortecedores de massa sintonizados (AMS). A pesquisa tem por objetivo analisar 
passarelas, no que diz respeito ao conforto dos usuários, e implementar medidas que 
visem a adequação desse critério, quando necessário. Para tal, uma metodologia foi 
desenvolvida e posteriormente empregada em 3 estudos de caso. Desses, observam-
se altos níveis de vibração nas passarelas em um cenário de ressonância, sobretudo 
devido ao baixo amortecimento das passarelas. Níveis estes que ultrapassam os 
limites de conforto definidos. O emprego do AMS mostrou-se uma solução eficaz para 
atenuação de vibrações, já que com este foi possível reduzir as acelerações para 
valores aceitáveis. Para enrijecer a estrutura, a análise fatorial mostrou-se um método 
eficaz para identificar os fatores significantes. Já o acréscimo da frequência natural 
possibilita eliminar o cenário de ressonância, sendo também uma solução eficaz para 
reduzir os níveis de vibração. 
 
Palavras chaves: análise dinâmica, conforto humano, amortecedor de 




The structural design of footbridges should not take into account only the 
effects of static loads. Because it is lightweight and flexible structures, it must consider 
the dynamic effects of loads generated by walking people, as these can induce 
vibration levels in the structure, in a state of resonance, which can cause discomfort to 
the users. The human discomfort threshold has already been studied for over a century 
and is commonly defined by researchers, manuals and standards in terms of 
acceleration. Since the walk of human features components in the three main 
directions, the comfort analysis should always be made in these three directions. Since 
not satisfied the criterion of comfort of users, measures must be taken to mitigate the 
dynamic response, for example, the structural stiffening and/or the installation of tuned 
mass dampers (TMD). The research aims to analyze footbridges, with regard to the 
comfort of users, and to implement measures to the adequacy of that criterion, when 
necessary. To this end, a methodology was developed and subsequently used in three 
case studies. From these, is observed high levels of vibration when resonance occurs, 
especially due to the low damping of the footbridges. These levels exceed the defined 
comfort threshold. The use of TMD proved to be an effective solution for vibration 
attenuation, since it was possible to reduce the accelerations to acceptable values. In 
order to increase the structural stiffness, factorial analysis proved to be an effective 
method to identify the significant factors. The increase in natural frequency allows 
eliminate the scenario of resonance and is also an effective solution to reduce vibration 
levels. 
 
Keywords: dynamics analysis, human comfort, tuned mass damper, 
structural stiffening. 
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O projeto estrutural de uma passarela não deve levar em conta apenas os 
efeitos dos carregamentos estáticos. Por tratar-se de estruturas leves, flexíveis e de 
grandes vãos, é necessário considerar os efeitos dinâmicos das ações geradas pela 
atividade humana, principalmente o andar, visto que estas podem induzir níveis de 
vibração na estrutura que podem gerar desconforto aos usuários. 
O relato mais antigo de vibrações excessivas em passarelas resultantes da 
atividade humana data de 1831, quando a ponte Broughton, Reino Unido, colapsou 
devido à marcha de 60 soldados. 
O tema ganhou especial atenção no dia 10 de junho do ano 2000, data de 
inauguração da passarela Millennium (Figura 1), na cidade de Londres. Altos níveis 
de vibração verticais e transversais foram observados devido à proximidade da 
frequência da excitação e da frequência natural de um ou mais modos de vibração da 
estrutura, o que acarreta uma situação de ressonância (ver Anexo A). Fenômenos 
semelhantes também foram observados na passarela Solférino (Figura 2), em Paris. 









Figura 2 – Passarela Solférino 
 
O avanço da tecnologia dos materiais, das técnicas de dimensionamento 
estrutural e de construção possibilita a execução de passarelas mais leves, esbeltas, 
com menor rigidez e amortecimento e que vencem vãos cada vez maiores. 
Consequentemente, as passarelas tornam-se mais suscetíveis a vibrações 
excessivas, as quais podem gerar desconfortos nos usuários. Todavia, situações de 
colapso estrutural devido a elevados níveis de aceleração decorrentes de atividades 
humanas não são prováveis. 
Assim, uma passarela deve atender a um estado limite de serviço referente 
ao conforto dos usuários. Caso contrário, alguma medida deve ser implementada a 
fim de reduzir as vibrações a níveis aceitáveis como, por exemplo, o enrijecimento 
estrutural e/ou instalação de amortecedores. 
Como exemplo, citam-se as passarelas Millenium (DALLARD. et al., 
2001a), Solférino (SÉTRA, 2006) e Pedro e Inês, em Coimbra, Portugal (CAETANO 









Pelos casos citados, fica evidente a importância da análise dinâmica em 
passarelas. Assim, a motivação dessa pesquisa é definir metodologia clara e prática, 
tendo em vista as ferramentas de análise estrutural disponíveis no mercado, para 
análise do conforto humano devido às vibrações decorrentes do caminhar dos 
pedestres. Buscando ir além de outras pesquisas já desenvolvidas na área, é dada 
especial atenção as técnicas de atenuação de vibrações, sobretudo o enrijecimento 
estrutural e a instalação de amortecedor de massa sintonizada (AMS). O intuito do 
autor é que esse trabalho seja utilizado por escritórios de Engenharia, pesquisadores 
e alunos em suas atividades, os quais carecem de normatizações, manuais e 
trabalhos que abordem o tema de maneira atual. 
 
1.1 Objetivos 
Em função da importância da análise dinâmica de passarelas exposta 
anteriormente, a presente pesquisa tem por objetivos: 
 Definir método de análise do conforto humano em passarelas devido às 
vibrações decorrentes do caminhar dos pedestres 
 Definir método para enrijecimento estrutural de passarelas com o intuito 
de atenuar vibrações nas mesmas 
 Definir método para dimensionamento de AMS com o intuito de atenuar 
vibrações em passarelas 
 
1.2 Descrição do trabalho 
O presente trabalho é composto por seis capítulos, incluindo-se este da 
introdução, que visa contextualizar a pesquisa, definindo sua importância, motivação 
e objetivos. 
O segundo capítulo traz a revisão bibliográfica sobre a fonte, o meio de 
propagação e o receptor das vibrações. A fonte é a ação humana, no caso, o 
caminhar. Para essa atividade, é definido modelo matemático da excitação dinâmica 
resultante. O meio de propagação é a própria estrutura. Para o estudo dessa etapa 
são definidos os conceitos de frequência natural e taxa de amortecimento. Já o 




limites de conforto humano às vibrações e prescrições de normas e manuais são 
apresentadas. Por fim, discute-se sobre os métodos de atenuação de vibrações em 
passarelas. 
Um dos principais métodos consiste na instalação de um amortecedor de 
massa sintonizada (AMS). Dada sua importância, o terceiro capítulo apresenta revisão 
bibliográfica sobre o dimensionamento desse dispositivo. 
O quarto capítulo apresenta a metodologia proposta para a análise do 
conforto humano em passarelas. 
O quinto capítulo refere-se aos estudos de caso. Conforme metodologia 
proposta, o conforto humano em três modelos numéricos de passarelas foi avaliado. 
Quando necessário, dois métodos de atenuação de vibração foram implementados: 
enrijecimento estrutural e instalação de AMS. 
Por fim, o sexto e último capítulo traz as conclusões da pesquisa e 






2. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 
Apresenta-se a seguir, revisão bibliográfica constando os principais 
conceitos para entendimento da proposta da pesquisa. 
 
2.1 Ação dinâmica resultante do andar dos pedestres 
Enquanto anda, o pedestre produz um carregamento dinâmico com 
componentes nas três direções principais: vertical, lateral (transversal) e longitudinal. 
Assumindo uma perfeita periodicidade dos passos, pode-se definir um gráfico 
generalizado da variação da intensidade da ação ao longo do tempo, nas três direções 








Figura 4 – Variação da intensidade do andar nas direções vertical (a), lateral (b) e 





Conforme observa-se, o período da ação na direção lateral é o dobro do 
período nas demais direções. Isto porque nas direções vertical e longitudinal, ambos 
os pés exercem forças na mesma direção e sentido. Assim, o período é dado pelo 
intervalo de tempo entre duas pisadas. Já na direção lateral, os pés exercem forças 
de sentidos opostos. Logo, o período é dado pelo intervalo de tempo entre duas 
pisadas do mesmo pé. 
Os gráficos também mostram que a força vertical é a de maior intensidade. 
Em estruturas de uso geral, as parcelas de força horizontal podem ser desprezadas 
devido ao pequeno efeito dinâmico provocado por estas. Contudo, essas parcelas 
devem ser levadas em contas na análise de estruturas específicas como, por exemplo, 
estádios de futebol e passarelas. Nessas estruturas todas as componentes têm papel 
significativo no que diz respeito ao efeito dinâmico. 
Observa-se também uma sobreposição entre o pé direito e o esquerdo, 
durante o tempo em que ambos tocam o solo. Nesse momento, registra-se o pico do 
carregamento devido ao contato do calcanhar de um pé e da ponta do outro pé. 
À medida que a velocidade de avanço aumenta, diminui o período, e a 
caminhada passa a ser uma corrida. Wheeler (1982) apresenta sinais típicos (Figura 
5) desde uma caminhada lenta até uma corrida. Observa-se que a medida que a 
velocidade aumenta, a sobreposição entre os pés deixa de ocorrer, até o ponto em 
que ambos os pés estão no ar, como no caso da corrida (Figura 6). 
Wheeler (1982) destaca os seguintes parâmetros, os quais definem o andar 
e variam de pessoa para pessoa: 
 Período de passo: duração de cada repetição de movimento. 
 Frequência de passo: número de passos por segundo. 
 Comprimento de passo: espaço percorrido com um passo. 
 Velocidade de avanço: velocidade média de deslocamento. 
 Tempo de contato: tempo em que o pé permanece em contato com o 
chão. 






Figura 5 – Sinais típicos de diferentes atividades humanas (WHEELER, 1982) 
 
 






Com relação à frequência do andar, Leonard (1966) definiu a faixa de 1,7 
a 2,3 Hz como representativa. Demais pesquisadores obtiveram resultados 
semelhantes. 
Para fins de aplicações práticas, faz-se necessário definir um modelo 
analítico do carregamento resultante do andar. O mais empregado é um modelo 
determinístico no domínio do tempo que expressa a ação dinâmica pela série de 
Fourier a seguir: 





 𝐺 é o peso da pessoa (carga estática): 700 𝑁 conforme Sétra (2006);  
 𝛼𝑖 é o coeficiente de Fourier associado ao i-ésimo harmônico da 
atividade;  
 𝑓𝑝 é a frequência da atividade;  
 𝑡 é o tempo;  
 ∅𝑖 é o ângulo de fase do i-ésimo harmônico em relação ao primeiro 
harmônico;  
 𝑖 é o número do harmônico;  
 𝑛 é o número total de harmônicos considerados;  
 
Baseado nesse modelo, pesquisadores realizaram estudos no intuito de 
quantificar os coeficientes da série de Fourier e ângulos de fase relativos ao andar. 
Bachmann et al. (1995) apresenta a frequência de atividade, os coeficientes de Fourier 
e os ângulos de fase associados aos harmônicos da excitação gerada pelo caminhar 
humano nas três direções anteriormente mencionadas (Tabela 1). A Figura 7 
apresenta o gráfico da força exercida pelo caminhar de uma pessoa de 700 N 
conforme Equação (1) e coeficientes dados na Tabela 1. Já a Tabela 2 apresenta os 
coeficientes de Fourier obtidos por outros autores. 
Živanović et al. (2005) destacam o fato de que os experimentos para 
determinação dos coeficientes foram realizados em superfícies rígidas e que Pimentel 
(1997) obteve coeficientes consideravelmente menores a partir da monitoração de 
duas passarelas. Essa diferença pode ser proveniente da interação entre os pedestres 




Tabela 1 – Coeficientes de Fourier e ângulos de fase dos harmônicos do andar nas 
três direções (BACHMANN et al., 1995) 
Direção 𝒇𝒑 (𝑯𝒛) 𝜶𝟏 𝜶𝟐 ∅𝟐 𝜶𝟑 ∅𝟑 
Vertical 2,0 Hz 0,4 0,1 𝜋 2⁄  0,1 
𝜋
2⁄  
Longitudinal 2,0 Hz 0,2 0,1 - - - 
Lateral 1,0 Hz 0,05 0,05 - - - 
 
 
Figura 7 – Gráfico da força exercida pelo caminhar de uma pessoa de 700 N 
conforme Equação (1) e coeficientes dados na Tabela 1 
 
Outra questão a ser avaliada e, até então pouco estudada, é a atuação de 
grupos de pessoas. Uma vez que estas não estão perfeitamente sincronizadas, ou 
seja, existe uma diferença de fase e frequência entre cada uma, não é correto afirmar 
que o efeito de um grupo de 𝑛 pessoas é 𝑛 vezes o efeito de uma pessoa. 
O manual Sétra (2006) define um número equivalente 𝑛𝑒𝑞 de pessoas 
perfeitamente sincronizadas que produzem a mesma aceleração máxima que um 
grupo de 𝑛 pessoas com frequência e fase da atividade aleatórias (ver ANEXO B): 
 𝑛𝑒𝑞 = 10,8√𝑛 𝜉    𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑑 < 1 𝑝𝑒𝑠𝑠𝑜𝑎/𝑚²  (2) 





 𝑑 é a densidade de ocupação da passarela; 
 𝑛 = 𝐴 × 𝑑; 
 𝐴 é a área de circulação de pedestres da passarela. 
 
Tabela 2 – Coeficientes de Fourier do andar segundo alguns autores (HIVOSS, 2008b) 
Autor(es) Coeficiente de Fourier Direção Observações 
Blanchard et al.  α1 = 0,257   
Bachmann & 
Ammann 
 α1 = 0,4; α2 = α3 = 0,1 Vertical  𝑓𝑝 = 2,0 𝐻𝑧 
 α1 = 0,5; α2 = α3 = 0,1 Vertical  𝑓𝑝 = 2,4 𝐻𝑧 
Schulze 
 α1 = 0,37; α2 = 0,10 
 α3 = 0,12; ; α4 = 0,04 
 α5 = 0,015 
Vertical  𝑓𝑝 = 2,0 𝐻𝑧 
Young 
 α1 = 0,37(𝑓𝑝 − 0,95) ≤ 0,5 
 α2 = 0,054 + 0,0088𝑓𝑝 
 α3 = 0,026 + 0,015𝑓𝑝 




 α1 = 0,4 Vertical  
 α1 = 0,05 Lateral  
 α1 = 0,2 Longitudinal  
Eurocode 5, 
DIN1074 
 α1 = 0,4; α2 = 0,2 Vertical  
 α1 = α2 = 0,1 Lateral  
 
As Equações (2) e (3) foram obtidas a partir de uma análise estatística e 
probabilística de diversos cenários que se diferenciavam pelo número de pedestres, 
frequência e fase da atividade de cada indivíduo e amortecimento. O manual Hivoss 
(2008a) adota formulação semelhante a do manual Sétra. 
A recomendação é que a ação do número equivalente de pedestres 𝑛𝑒𝑞 
seja distribuída sobre toda a área de circulação da passarela. A direção da solicitação 
deve ser a mesma da forma modal considerada, como apresenta a Figura 8. 
Todavia, situações em que os pedestres involuntariamente sincronizam os 
passos com a movimentação da estrutura e, consequentemente, contribuem para 
amplificar os níveis de vibração, já foram observados. Esse fenômeno é conhecido 
como Lock-in e está associado às vibrações transversais, uma vez que estas afetam 




horizontais. Intuitivamente, o pedestre ajusta o movimento do seu centro de gravidade 
com a movimentação da estrutura, conforme apresenta a Figura 9. Nesse instante, o 
pedestre estará andando com uma frequência de passo igual ao dobro da frequência 
natural do modo de vibração transversal excitado, uma vez que a componente 








Figura 9 – Movimento lateral do centro de gravidade humano quando submetido a 
vibrações transversais (HIVOSS, 2008b) 
 
A ocorrência do Lock-in foi observada, e posteriormente estudada, nas 
passarelas Solférino, em Paris, e Millenium, em Londres, na qual foram observadas 
acelerações transversais da ordem de 20 a 25% da aceleração da gravidade, o que 
corresponde a deslocamentos de até 7 centímetros (ŽIVANOVIĆ et al., 2005). 
Dallard et al. (2001a) monitoraram o comportamento dinâmico da passarela 
Millenium quando utilizada por grupos de até 275 pessoas e propuseram um modelo 
em que a excitação dinâmica transversal dos pedestres, após a ocorrência do  
Lock-in, é proporcional a velocidade transversal da estrutura. Ou seja, as pessoas 




forma, quando o amortecimento negativo resultante de 𝑁𝐿 pedestres for superior ao 
próprio amortecimento estrutural, a passarela teria comportamento semelhante a um 
oscilador instável, ou seja, qualquer pequeno distúrbio poderia gerar vibrações de 
grandes amplitudes (SÉTRA, 2006), e este seria o momento que caracteriza o início 
do Lock-in. O número 𝑁𝐿 de pedestres que leva a essa situação é expresso por: 
 𝑁𝐿 =




𝜉 é a taxa de amortecimento da passarela; 
𝑚1 é a massa modal do primeiro modo de vibração transversal; 
𝑓1 é a frequência natural do primeiro modo de vibração transversal; 
𝐾 é uma constante de proporcionalidade; 
 
Para a passarela Millenium, Dallard et al. (2001a) definiram o valor de  
300 N.s/m para a constante 𝐾, para a faixa de frequências de 0,5 a 1,0 Hz. Živanović 
et al. (2005) diz que seria interessante avaliar esse parâmetro em outras passarelas 
suscetíveis ao Lock-in. 
A partir da análise dos parâmetros da Equação (4), verifica-se que a 
ocorrência do Lock-in é mais provável quanto menor for o amortecimento, a massa 
modal e a frequência natural. Em contrapartida, o caminho para reduzir a possibilidade 
de ocorrência da sincronização transversal dos pedestres é aumentar esses mesmos 
parâmetros. 
Na passarela Pedro e Inês, na cidade de Coimbra, Portugal, observou-se 
uma frequência natural do primeiro modo de vibração transversal da ordem de 0,90 
Hz e uma taxa de amortecimento de 0,58% (CAETANO et al., 2010a). Foram 
registradas acelerações de 1200 mm/s² e deslocamentos de 4 centímetros quando 
145 pessoas estavam andando sobre a passarela, conforme apresentado na Figura 
10. Também a partir da Figura 10, identifica-se que o Lock-in inicia-se para um grupo 
de cerca de 75 pessoas e que antes do início do fenômeno a aceleração transversal 
é sempre inferior a 200 mm/s². Dada as propriedades modais da passarela, o número 
crítico de pedestres foi calculado em 73, conforme Equação (4). Com isso verifica-se 





Figura 10 – Variação da aceleração transversal com o número de pedestres 
(CAETANO et al., 2010a) 
 
Já para a passarela Solférino, em Paris, as principais conclusões 
resultantes dos estudos realizados são (SÉTRA, 2006): 
 O Lock-in efetivamente ocorre quando o dobro da frequência natural do 
primeiro modo de vibração transversal encontra-se na faixa de 
frequências relativa ao andar; 
 Aparentemente não ocorre para modos de vibração torcionais que 
apresentam significativos deslocamentos horizontais e verticais; 
 
O Lock-in ocorre a partir de um limite, o qual pode ser expresso em número 
de pedestres, como propôs Dallard et al. (2001a), ou pelos níveis de aceleração. 
O gráfico apresentado na Figura 11 é resultante de ensaio realizado na 
passarela Solférino com grupo de pedestres com tamanho progressivamente 
aumentado. Neste registra-se a variação da aceleração e da taxa de correlação ao 
longo do tempo. A taxa de correlação, razão entre o número equivalente e o número 





Figura 11 – Resultado para grupo de pedestres com tamanho progressivamente 
aumentado (69 – 138 – 207 indivíduos) (SÉTRA, 2006) 
 
Verifica-se que para acelerações inferiores a 0,15 m/s², o comportamento 
dos pedestres é completamente aleatório. A partir desse limite, verifica-se uma 
sincronização de 30 a 35% e acelerações de até 0,55 m/s². Resultados semelhantes 
foram observados em outras configurações de ensaios. 
Já na Figura 12 apresenta-se o resultado de ensaio realizado com 160 
pessoas atravessando a passarela. 
 
 
Figura 12 – Resultado para 160 pedestres (SÉTRA, 2006) 
 
Ao contrário do caso anterior, os indivíduos estavam mais próximos e 




correlação de 50% e acelerações de até 0,50 m/s². Em um outro ensaio, 160 pessoas 
atravessaram a passarela novamente, mas com uma frequência de passo maior, ou 
seja, andando mais rápido. A partir do resultado apresentado na Figura 13, não se 
verifica sincronização entre os pedestres. Isso demonstra que quando a frequência de 
atividade dista da frequência natural, a sincronização não ocorre. 
 
 
Figura 13 – Resultado para 160 pedestres andando mais rápido (SÉTRA, 2006) 
 
Conforme já mencionado, o Lock-in ocorre a partir do instante em que a 
movimentação transversal da estrutura torna-se perceptível aos pedestres. Este 
instante pode ser expresso por um limite de aceleração ou de pedestres. Ambos os 
conceitos estão relacionados, uma vez que a aceleração limite é aquela resultante da 
ação de um número crítico de pedestres (com comportamento aleatório). O cálculo do 
número crítico é dado por Dallard et al. (2001a). Já o limite de aceleração 
recomendado por Sétra (2006), para fins de dimensionamento e verificação, é de  
100 mm/s². O manual Hivoss (2008a) recomenda limite semelhante. Para acelerações 
inferiores a esse limite, o comportamento dos pedestres é aleatório, valendo o 
conceito de número equivalente de pedestres mencionado anteriormente. Ressalta-
se que esse limite deve ser imposto em estruturas em que a sincronização dos 
pedestres é passível de ocorrer, ou seja, quando o dobro da frequência natural do 





2.2 Propriedades dinâmicas das passarelas 
Para proceder-se uma análise dinâmica de uma estrutura faz-se necessário 
conhecer a massa, a rigidez e o amortecimento da mesma. Ou mais 
convenientemente, frequência natural e taxa de amortecimento. 
 
2.2.1 Frequência natural 
Dada a geometria e as propriedades dos materiais estruturais, é possível 
construir um modelo numérico da passarela em um software baseado no método dos 
elementos finitos e extrair, a partir da resolução de um problema de autovalores e 
autovetores, as frequências naturais e os modos de vibração correspondentes (ver 
ANEXO A). Ressalta-se que a massa dos elementos não estruturais deve ser 
considerada no modelo, uma vez que esta parcela tem influência no comportamento 
modal. 
A Figura 14 apresenta um modelo numérico de uma passarela construído 
por Magioni, Cavichia e Dário (2014) no software SAP2000 (COMPUTERS AND 
STRUCTURES, INC, 2015) e as quatro primeiras frequências naturais e seus 
respectivos modos de vibração obtidos a partir do processamento numérico. 
Verificam-se modos de vibração verticais, laterais e torcionais. Os valores de 
frequências naturais compreendem-se entre 2,73Hz e 3,96Hz. 
Todavia, os resultados obtidos por essa metodologia podem conter erros 
em razão dos seguintes fatores: 
 Rigidez dos elementos não estruturais; 
 Módulo de elasticidade dinâmico do concreto; 
 Rigidez do concreto fissurado; 
 Rigidez dos apoios. 
 
A maneira precisa de determinação da frequência natural é a partir de 
ensaios experimentais, onde todas essas incertezas são “captadas” pelos sinais 
coletados durante a monitoração. 
A partir dos resultados, o modelo numérico pode ser calibrado a fim de 









1º modo de vibração - 𝒇𝟏 = 𝟐,𝟕𝟑 𝑯𝒛 
(b) 




3º modo de vibração - 𝒇𝟑 = 𝟑,𝟖𝟏 𝑯𝒛 
(d) 
4º modo de vibração - 𝒇𝟏 = 𝟑,𝟗𝟔 𝑯𝒛 
(e) 
Figura 14 – Modelo numérico de passarela desenvolvido por Magioni; Cavichia; 
Dário (2014) (a) e primeira (b), segunda (c), terceira (d) e quarta (e) frequências 
naturais e modos de vibração 
No caso específico das passarelas, outro fator que influencia o 




uma redução da frequência natural, e quanto maior a razão entre a massa dos 
pedestres e a massa da passarela, maior será a influência dessa parcela. O manual 
Sétra (2006) recomenda que a análise modal seja feita em dois cenários: 
 Passarela vazia; 
 Passarela carregada com uma pessoa de 700 N por metro quadrado. 
 
A faixa compreendida pelas frequências calculadas para os dois cenários 
deverá ser considerada para as análises dinâmicas. 
Bachmann et al. (1995) apresenta um gráfico com a variação da frequência 
natural do primeiro modo de vibração vertical em função do vão da passarela a partir 
de dados coletados experimentalmente (Figura 15). Já Dallard et al. (2001b) 
apresenta gráfico análogo constando a frequência natural dos primeiros modos de 
vibração laterais (Figura 16). 
 
 
Figura 15 – Frequência do primeiro modo de vibração vertical em função do vão da 






Figura 16 – Frequência dos primeiros modos de vibração lateral em função do vão 
da passarela. Adaptado de Dallard et al. (2001b) 
 
Verifica-se que a frequência natural das passarelas, sobretudo para vãos a 
partir de 40 metros, tende a ter valores próximos à frequência da atividade de andar. 
Essa proximidade entre a frequência da excitação e a frequência natural do sistema 
natural leva a uma amplificação da resposta dinâmica, ou seja, maiores níveis de 
vibração. 
A Tabela 3 apresenta faixas de frequências naturais de risco para passarela 
definidas por algumas normatizações. Estas faixas são relativas ao modo de vibração 
vertical e o risco está ligado à possibilidade de ocorrência de ressonância. 
 
Tabela 3 – Faixas de frequências naturais (modo de vibração vertical) de riscos para 
passarelas segundo algumas normatizações adaptado de (SÉTRA, 2006) 
Normatização Faixa de risco 
Eurocode 5 Entre 0 e 5 Hz 
BS 5400 < 5 Hz 
Regulamentação japonesa 1,5 Hz – 2,3 Hz 
ISO 10137 1,7 Hz – 2,3 Hz 
CEB 209 Bulletin 1,65 Hz – 2,35 Hz 






Já a NBR 6118 (2014) define o intervalo de 0 a 5,4 Hz como faixa de risco. 
O manual Sétra (2006) define intervalos de frequência naturais de 
passarelas e risco de ressonância associado. A Tabela 4 apresenta os intervalos para 
os modos de vibração vertical e longitudinal e a Tabela 5 para o modo de vibração 
transversal. Salienta-se que a ressonância na direção transversal está relacionada 
com o fenômeno do Lock-in, abordado anteriormente. 
Destaca-se que nas faixas de risco baixo, a ressonância está condicionada 
a sincronização da frequência natural com o segundo harmônico da excitação 
dinâmica. 
Assim, conforme Sétra (2006) o intervalo de frequências naturais verticais 
e longitudinais de 1,0 a 5,0 Hz apresentam algum risco de ressonância. Já na direção 
transversal esse intervalo é 0,3 a 2,5 Hz. 
O manual Hivoss (2008a) define os seguintes intervalos de risco conforme 
a direção: 
 Vertical: 1,25 Hz a 4,6Hz; 
 Longitudinal: 1,25 Hz a 2,3 Hz; 
 Transversal: 0,5 Hz a 1,2 Hz 
 
Esse manual considera a possibilidade de sincronização da frequência 
natural com o segundo harmônico da excitação dinâmica (intervalo de 2,5 Hz a 4,6 
Hz) apenas para a direção vertical. 
 
Tabela 4 – Intervalos de frequências (verticais e longitudinais) e risco de ressonância 
associado (SÉTRA, 2006) 
Risco de ressonância Intervalo 
Máximo 1,7 Hz – 2,1 Hz 
Médio 
1,0 Hz – 1,7 Hz 
2,1 Hz – 2,6 Hz 
Baixo 2,6 Hz – 5,0 Hz 
Negligenciável 
0 Hz – 1,0 Hz 







Tabela 5 – Intervalos de frequências (transversais) e risco de ressonância associado 
(SÉTRA, 2006) 
Risco de ressonância Intervalo 
Máximo 0,5 Hz – 1,1 Hz 
Médio 
0,3 Hz – 0,5 Hz 
1,1 Hz – 1,3 Hz 
Baixo 1,3 Hz – 2,5 Hz 
Negligenciável 
0 Hz – 0,3 Hz 
> 2,5 Hz 
 
Todavia, conforme Magioni; Cavichia e Dário (2014), a ressonância não é 
por si só um fator que condene o comportamento dinâmico. Ou seja, uma estrutura 
pode ter frequências naturais próximas das frequências dos harmônicos da excitação 
dinâmica preponderante e não apresentar problemas relacionados ao conforto 
humano e a danos estruturais. 
 
2.2.2 Taxa de amortecimento 
O amortecimento é o mecanismo de dissipação de energia e afeta, 
sobretudo, a resposta dinâmica de estruturas em situação de ressonância (ver 
ANEXO A). Comumente, essa propriedade é expressa pela taxa de amortecimento. A 
única maneira viável de quantificar essa propriedade é a partir de ensaios dinâmicos. 
A literatura fornece valores característicos de taxa de amortecimento, obtidos a partir 
de ensaios, para algumas estruturas. Tratando-se de passarelas, sabe-se que a taxa 
de amortecimento é muito baixa. Na Tabela 6, apresentam-se valores mínimos, 
médios e máximos da taxa de amortecimento de passarelas construídas em concreto 
armado, concreto protendido, aço e mista (estrutura de aço e laje de concreto) obtidos 
a partir de ensaios dinâmicos em 43 passarelas do Reino Unido (BACHMANN et al., 
1995). 
A presença dos pedestres interfere na taxa de amortecimento, aumentando 
essa grandeza. Willford (2002) cita resultados de monitorações da passarela 






Tabela 6 – Valores de taxa de amortecimento para passarelas (BACHMANN et al., 
1995) 
 Taxa de amortecimento 
Tipo de material Mín. Média Máx. 
Concreto armado 0,8% 1,3% 2,0% 
Concreto protendido 0,5% 1,0% 1,7% 
Aço 0,2% 0,4% --- 
Mista (aço e concreto) 0,3% 0,6% --- 
 
2.3 Limites de serviço para passarelas 
Conforme exposto nas seções anteriores, os pedestres são a “fonte” das 
vibrações que ocorrem na passarela, as quais podem assumir níveis elevados 
conforme a rigidez (frequências naturais) e taxa de amortecimento do sistema 
estrutural. Todavia, os pedestres também são o “receptor” dessas vibrações. 
Um dos primeiros estudos desenvolvidos para avaliar a tolerância humana 
a vibrações foi conduzido por Reiher e Meister  em 1931 (ŽIVANOVIĆ et al., 2005). 
Eles investigaram o efeito de vibrações harmônicas em dez pessoas. Estas estavam 
em uma plataforma submetida a vibrações de diferentes amplitudes, frequências e 
direções. Os testes foram conduzidos com as pessoas em diferentes posições: 
deitadas, sentadas e em pé. Como resultado, os autores classificaram a percepção 
humana em função da amplitude e frequência da vibração, conforme apresenta-se na 
Figura 17. 
Na década seguinte, novos trabalhos foram desenvolvidos para a 
construção de curvas de percepção humana a vibrações a partir de trabalhos 
experimentais (ŽIVANOVIĆ et al., 2005). Ao contrário do trabalho de Reiher e Meister, 
passou-se a definir os limites de percepção em função da aceleração, uma vez que é 
mais fácil obter essa grandeza experimentalmente, ao invés da velocidade ou 
deslocamento. Dentre esses trabalhos, destacam-se os de Postlethwaite (1944 apud 
ŽIVANOVIĆ et al., 2005) e Goldman (1948 apud ŽIVANOVIĆ et al., 2005). 
Embora os autores relatados não tenham conduzidos estudos relacionados 
diretamente com a percepção humana a vibrações em passarelas, seus trabalhos 
foram pioneiros e serviram de base para investigações futuras. Além disso, os autores 




estrutura (ŽIVANOVIĆ et al., 2005), uma vez que cada uma tem suas características 
próprias e estão submetidas a diferentes tipos de solicitações dinâmicas. 
 
 
Figura 17 – Escala de percepção humana de Reiher e Meister (ŽIVANOVIĆ et al., 
2005) 
 
No caso das passarelas, alguns fatores devem ser considerados: o receptor 
está em movimento e está exposto a vibração por um tempo limitado e a excitação 
gerada pelo caminhar humano é de natureza transiente (ŽIVANOVIĆ et al., 2005). 
Wrigth e Green (1963 apud ŽIVANOVIĆ et al., 2005) mediram a aceleração 
vertical de pico em 52 pontes rodoviárias submetidas a condições normais de tráfego 
e verificaram níveis de vibração desagradáveis e intoleráveis conforme as escalas de 
Goldman e Reiher e Meister. Os autores concluíram que estas escalas e as demais 




o receptor está submetido a acelerações de pico por um curto período de tempo, como 
no caso estudado e, também, nas passarelas. 
Leonard (1966) realizou um experimento para avaliar pessoas andando e 
em pé em uma viga de 10,7 metros de comprimento submetida a excitações verticais 
senoidais de diferentes amplitudes (até 5,08 mm) e frequências (de 1 a 14 Hz). Ao 
todo, quarenta pessoas participaram de testes individuais com duração de até 1 
minuto. Já Smith (1969 apud ŽIVANOVIĆ et al., 2005) conduziu ensaios em uma 
plataforma de alumínio, onde vinte e seis pessoas andaram individualmente. A única 
excitação era a resultante do caminhar dos participantes e o autor buscava sincronizar 
a frequência natural da plataforma com a frequência da atividade. Conforme Smith, os 
participantes perceberam a máxima amplitude da vibração apenas nas proximidades 
da metade da plataforma. A partir dos resultados, ambos os autores definiram regiões 
em que as vibrações são aceitáveis e inaceitáveis, conforme apresenta-se na Figura 
18 em conjunto com a escala de Reiher e Meister. Verifica-se que os limites propostos 
por Smith são superiores aos propostos por Leonard. 
Blanchard et al. (1977) propõe, a partir da média dos resultados de Leonard 
e Smith, uma aceleração vertical limite 𝑎𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑒 para passarelas, dada pela equação 
abaixo: 
 𝑎𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑒 = 0,5√𝑓     (𝑚/𝑠²) (5) 
Onde: 
 𝑓 é a frequência do primeiro modo de vibração vertical da passarela. 
 
Para uma frequência de 2,0 Hz, a qual é a crítica para passarelas, a 
equação resulta numa aceleração limite de 0,7 m/s². 
Além dos estudos realizados, normas técnicas abordaram o tema e 
definiram recomendações próprias. 
A norma britânica BS 5400 (1978) adotou a Equação (5) para o cálculo dos 
limites de serviço de vibração em passarelas com frequência do primeiro modo de 
vibração vertical inferior a 5 Hz. Caso a frequência seja superior a 5 Hz, os limites de 






Figura 18 – Escala de percepção humana de Reiher e Meister, Leonard e Smith 
(ŽIVANOVIĆ et al., 2005) 
 
A ISO 10137 (2007) define sua curva limite em função das acelerações 
rms1. A norma define que as acelerações verticais rms devem ser inferiores a sessenta 
vezes a curva base dada na Figura 19. Segundo Živanović et al. (2005), essa 
recomendação não é baseada em nenhum estudo a respeito de vibrações em 
passarelas. 
                                            





Figura 19 – Curva base para as acelerações verticais. Adaptado da ISO 10137 (2007)  
 
O Ontario Bridge Code (1983 apud BACHMANN et al., 1995) define a 
seguinte equação para o cálculo da aceleração vertical limite: 
 𝑎𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑒 = 0,25𝑓
0,78     (𝑚/𝑠²) (6) 
Onde: 
 𝑓 é a frequência do primeiro modo de vibração vertical da passarela. 
 
Para a frequência crítica de 2,0 Hz, a equação resulta numa aceleração 
limite de 0,43 m/s². 
Bachmann et al. (1995) diz que acelerações verticais de até 0,5 m/s² são 
aceitáveis. Esse valor foi retirado do “Bulletin d’Information No. 209” publicado no ano 
de 1991 pelo “Comité Euro-International du Béton (CEB)”. 
O Eurocode 0 (2002)2 define como aceitáveis acelerações de até 0,7 m/s². 
                                            
2 No Eurocode 0 encontram-se as bases de cálculo para o dimensionamento estrutural e 




Já o manual Sétra (2006) define níveis de conforto e faixas de aceleração 
correspondentes, conforme apresenta-se na Tabela 7. Os níveis de conforto e suas 
definições, conforme o manual, são: 
 Conforto máximo: as acelerações são praticamente imperceptíveis; 
 Conforto médio: as acelerações são levemente perceptíveis; 
 Conforto mínimo: em situações de carregamentos raros, as acelerações 
são claramente perceptíveis, porém não são intoleráveis. 
 
Tabela 7 – Faixas de aceleração vertical em função do nível de conforto 
(SÉTRA, 2006) 
Nível de conforto Faixas de aceleração (m/s²) 
Máximo 𝑎𝑙𝑖𝑚 < 0,5 
Médio 0,5 < 𝑎𝑙𝑖𝑚 < 1,0 
Mínimo 1,0 < 𝑎𝑙𝑖𝑚 < 2,5 
Intolerável 𝑎𝑙𝑖𝑚 > 2,5 
 
O manual Hivoss (2008a) também define níveis de conforto e faixas de 
aceleração semelhantes ao Sétra. 
Na Figura 20, apresenta-se um comparativo dos limites propostos pela  
BS 5400, ISO 10137, Ontario Code, Eurocode 0 e Sétra/Hivoss. A curva de 
acelerações de pico referente a ISO 10137 foi obtida multiplicando a original (Figura 
19) por √2 3. Observa-se que a faixa de conforto médio dos manuais Sétra e Hivoss 
abrange praticamente todas as demais curvas no intervalo crítico de 2,0 a 4,0 Hz e 
que o Ontario Code e a norma ISO 10137 são as mais conversadoras dentre as 
apresentadas. 
Com relação a vibrações na direção horizontal, limites de conforto são 
apresentados pela norma ISO 10137 (2007), que se refere a sessenta vezes a curva 
base dada na Figura 21, e Eurocode 0 (2002), que é de 0,2 m/s² para uso normal e 
0,4 m/s² para uso excepcional. 
Similar à direção vertical, os manuais Sétra e Hivoss definem faixas de 
conforto referentes à direção horizontal, as quais são apresentadas nas Tabela 8 e 
Tabela 9. 
                                            






Figura 20 – Comparação dos diferentes limites de aceleração vertical propostos 
 
Tabela 8 – Faixas de aceleração horizontal em função do nível de conforto 
(SÉTRA, 2006) 
Nível de conforto Faixas de aceleração (m/s²) 
Máximo 𝑎𝑙𝑖𝑚 < 0,15 
Médio 0,15 < 𝑎𝑙𝑖𝑚 < 0,3 
Mínimo 0,3 < 𝑎𝑙𝑖𝑚 < 0,8 
Intolerável 𝑎𝑙𝑖𝑚 > 0,8 
 
Tabela 9 – Faixas de aceleração horizontal em função do nível de conforto 
(HIVOSS, 2008a) 
Nível de conforto Faixas de aceleração (m/s²) 
Máximo 𝑎𝑙𝑖𝑚 < 0,10 
Médio 0,10 < 𝑎𝑙𝑖𝑚 < 0,3 
Mínimo 0,3 < 𝑎𝑙𝑖𝑚 < 0,8 






Figura 21 – Curva base para as acelerações horizontais. Adaptado da ISO 10137 
(2007)  
 
Na Figura 22 apresenta-se um comparativo dos limites propostos por esses 
documentos. Recorda-se que, quando passível de ocorrer o Lock-in, o limite a ser 
verificado é o de 100 mm/s², conforme recomendação dos manuais Sétra e Hivoss. 
2.4 Métodos de atenuação de vibrações em passarelas 
Caso as acelerações decorrentes da ação humana sejam superiores aos 
limites estabelecidos, se faz necessário implementar métodos de atenuação de 
vibração. Os principais métodos disponíveis consistem, basicamente, em (HIVOSS, 
2008a): 
 Modificar a massa: é feito com o intuito de afastar a frequência natural 
da estrutura da frequência da excitação, e assim, reduzir a probabilidade 




frequência natural. Pode ser empregada aumentando a espessura do 
tabuleiro e, consequentemente, a massa. Todavia, deve-se tomar o 
cuidado de não reduzir a frequência natural a ponto de que esta esteja 
na faixa correspondentes às ações de vento e sismo. 
 
 
Figura 22 – Comparação dos diferentes limites de aceleração horizontal propostos 
 
 Modificar a rigidez: é feito com o mesmo intuito do método anterior. 
Aumentando a rigidez, aumenta-se a frequência natural. É uma prática 
válida na fase de projeto e pode ser empregada aumentando a altura 
das vigas e/ou treliças e a largura do tabuleiro. 
 Modificar o amortecimento: é feito com o intuito de reduzir os níveis de 
vibração numa situação de ressonância, o que é possível aumentando o 
amortecimento da estrutura. A maneira mais eficiente de empregar essa 
metodologia é a partir da instalação de dispositivos externos 
(amortecedores). Por questões de custos, manutenção simples e 
experiência prática, opta-se por dispositivos de ação passiva4. 
 
                                            
4 Um dispositivo passivo é aquele cujo funcionamento está condicionado a própria 




Dentre os amortecedores de ação passiva disponíveis, destacam-se os 
seguintes (CONSTANTINOU et al., 1998): 
 
 Amortecedores metálicos: a dissipação de energia se dá pelo 
escoamento de elementos metálicos. 
 Amortecedores de fricção: a dissipação de energia se dá pelo atrito entre 
dois elementos quando ocorre um deslizamento relativo entre estes. 
 Amortecedores viscofluidos: a dissipação de energia se dá pelo 
deslocamento de um pistão que deforma um fluído viscoso. 
 Amortecedores de líquidos sintonizados: a dissipação de energia se dá 
pelo deslocamento de um fluido viscoso. 
 Amortecedores de massas sintonizadas (AMS): a dissipação de energia 
se dá pelo deslocamento de uma massa ligada à estrutura por molas e 
amortecedores viscosos. 
 
Alguns desses dispositivos já foram instalados com sucesso em algumas 
passarelas. Na passarela Millennium (DALLARD et al., 2001a) foram instalados 4 
pares de AMSs com massa de 2,5 toneladas e 37 amortecedores viscofluidos para 
aumentar a taxa de amortecimento na direção transversal de 0,5% para cerca de 20%. 
Com isso, as acelerações transversais da ordem de 20% a 25% da aceleração da 
gravidade passaram para níveis imperceptíveis aos usuários. Temendo alguma 
resposta excessiva na direção vertical, foram também instalados 26 pares de AMSs 
com massa variando entre 1 e 3 toneladas para atenuação nessa direção. A Figura 
23 apresenta os dispositivos instalados na passarela Millennium. 
Já na passarela Pedro e Inês (CAETANO et al., 2010b) foram instalados 
um AMS com massa de 14,8 toneladas para atenuar as vibrações transversais 
resultante do Lock-in. Com isso, as acelerações transversais reduziram de 4 cm para 
3 mm quando cerca de 140 pessoas andavam sobre o tabuleiro. Adicionalmente, 6 
AMSs com massa variando de 3 a 7 toneladas foram instalados para atenuar modos 
de vibrações verticais que se mostraram críticos após análise computacional. É 








Figura 23 – Amortecedores viscofluido (a) e de massa sintonizada (b) instalados na 
Passarela Millennium 
 
A Tabela 10 apresenta uma lista de passarelas onde foram instalados 
amortecedores para redução dos níveis de vibração (HIVOSS, 2008a). 
Com relação a utilização do AMS no Brasil, destaca-se a instalação desse 
dispositivo para atenuação de vibrações induzidas por vórtices na ponte Rio-Niterói 
(BATTISTA e PFEIL, 2005). Embora não se trate de uma passarela e nem de 
vibrações induzidas por atividades humanas, convém citar esse caso pela notoriedade 
da estrutura e pela repercussão. Anteriormente à intervenção, grandes oscilações 
eram observadas devido a ventos com velocidade em torno de 55 a 60 km/h. Nas 
ocorrências críticas, a amplitude das oscilações alcançavam valores de até 60 cm, o 
que causava desconforto aos usuários e obrigava a interrupção do tráfego de veículos. 
Dado essas premissas, foram instalados 32 AMSs (Figura 24) com massa de 2,2 
toneladas para atenuar do modo de vibração de flexão vertical excitado pelos ventos. 
Com a instalação desses dispositivos, previu-se uma redução de 85% a 90% da 
amplitude das oscilações. 
Além desse caso, pode-se destacar a utilização de AMSs em estádios de 
futebol, como o Maracanã e o Mineirão (MENDES, 2014). Aplicações em passarelas 
nacionais não foram encontradas na bibliografia. 
Dentre os dispositivos apresentados, este trabalho abordará com mais 
detalhes o AMS, visto sua comprovada viabilidade para atenuar vibrações tanto na 
direção vertical quanto na transversal. Assim, apresenta-se no próximo capítulo uma 





Tabela 10 – Algumas passarelas onde foram instalados amortecedores 
para redução dos níveis de vibração. Adaptado de HIVOSS (2008a) 







(cabos), 2 vãos 
(45 e 134 
metros) 





lateral do tabuleiro 





3 vãos (108, 144 
e 80 metros) 
Lateral: 0,5, 0,8 





passaram a ser 
imperceptíveis 
para os usuários 
Solférino, 
Paris 
Arco, vão central 
de 106 metros 
Lateral: 0,81 Hz 
Vertical: 1,94 e 
2,22 Hz 
1 AMS lateral 
com massa de 
15000 kg e 2 
verticais com 
massas de 




aumentou de 0,4% 
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modos laterais e 





Arco, vão central 
de 110 metros 
Lateral: 0,85 Hz 
Vertical: 1,74, 
1,80, 2,34, 2,74, 
3,07 e 3,17 Hz 
1 AMS lateral 
com massa de 




aumentou de 0,5% 
para 4,0% nos 











3. DIMENSIONAMENTO DE UM AMS 
Apresenta-se a seguir a fundamentação teórica que rege o 
dimensionamento de um AMS. Inicia-se com um absorvedor dinâmico de vibração não 
amortecido e, em seguida, um amortecido. Para esses casos, considerou-se a 
estrutura sem amortecimento estrutural e o desenvolvimento matemático foi obtido de 
Den Hartog (1956). Em seguida, introduziu-se o amortecimento estrutural, o que faz 
necessário utilizar procedimentos numéricos nos cálculos. 
 
3.1 Absorvedor dinâmico de vibração não amortecido interligado a 
uma estrutura sem amortecimento 
A Figura 25 apresenta o modelo teórico de uma estrutura sem 
amortecimento de massa 𝑚𝐻 e rigidez 𝑘𝐻 interligada a um absorvedor de vibração não 
amortecido de massa 𝑚𝑇 e rigidez 𝑘𝑇. Tal sistema apresenta dois graus de liberdade: 
o deslocamento da estrutura 𝑢𝐻 e o deslocamento do absorvedor dinâmico 𝑢𝑇. 
 
 
Figura 25 – Modelo teórico de uma estrutura sem amortecimento interligado a um 
absorvedor de vibração não amortecido 
 
Sobre a massa 𝑚𝐻 atua uma solicitação harmônica que pode ser expressa 




Em qualquer instante, as equações de equilíbrio em cada uma das massas são dadas 
por: 
 {
𝑚𝐻?̈?𝐻 + (𝑘𝐻 + 𝑘𝑇)𝑢𝐻 − 𝑘𝑇𝑢𝑇 = 𝑃0 sen𝜔𝑡
𝑚𝑇?̈?𝑇 + 𝑘𝑇(𝑢𝑇 − 𝑢𝐻) = 0
 (7) 
 
A solução desse sistema será da forma: 
 {
𝑢𝐻 = 𝑢𝐻0 sen𝜔𝑡
𝑢𝑇 = 𝑢𝑇0 sen𝜔𝑡
 (8) 
 
Onde 𝑢𝐻0 e 𝑢𝑇0 são as amplitudes dos deslocamentos da estrutura e do 
absorvedor, respectivamente. 
Substituindo (8) em (7), temos: 
 {
𝑢𝐻0(−𝑚𝐻𝜔
2 + 𝑘𝐻 + 𝑘𝑇) − 𝑘𝑇𝑢𝑇0 = 𝑃0
−𝑘𝑇𝑢𝐻0 + 𝑢𝑇0(−𝑚𝑇𝜔
2 + 𝑘𝑇) = 0
 (9) 
 





⁄  é a deflexão estática da estrutura 
 𝜔𝑇 = √
𝑘𝑇
𝑚𝑇⁄  é a frequência angular do absorvedor 
 𝜔𝐻 = √
𝑘𝐻
𝑚𝐻⁄  é a frequência angular da estrutura 
 𝜇 =
𝑚𝑇
𝑚𝐻⁄  é a relação entre a massa do absorvedor e da estrutura 
 







































































A partir da Equação (11) verifica-se que a amplitude do deslocamento da 
massa 𝑚𝐻 será nula quando 𝜔𝑇 = 𝜔, ou seja, quando a frequência angular do 
absorvedor for igual à frequência angular da excitação. Esta é a situação ótima de 
dimensionamento do absorvedor. Todavia, a instalação desse dispositivo tem por 
objetivo reduzir as vibrações devido à ressonância entre a frequência angular da 
estrutura e a frequência angular da excitação (𝜔𝐻 = 𝜔). Assim, temos o caso em que: 
𝜔𝐻 = 𝜔𝑇: 












= 𝜇 (12) 
 




































Apresenta-se na Figura 26 a amplificação do deslocamento estático da 
estrutura 
𝑢𝐻0
𝑢𝐻,𝑒𝑠𝑡⁄  antes e depois da instalação de um absorvedor não amortecido. 
O gráfico foi gerado a partir da Equação (13) tomando 𝜇 = 0 e 𝜇 = 0,1 para os casos 
sem e com absorvedor, respectivamente5. 
                                            
5 A equação em questão fornece valores negativos em determinados intervalos. O gráfico 
foi plotado considerando sempre o módulo do resultado, uma vez que uma mudança de sinal significa 
uma mudança de 180 graus no ângulo de fase e isto não é de particular importância para o estudo 




A partir da análise da Figura 26, observa-se que para duas determinadas 
frequências angulares, uma abaixo e outra acima da frequência angular do 
absorvedor, a amplificação do deslocamento estático tende ao infinito. Estas são as 
duas frequências angulares 𝜔𝐻𝑇 do sistema estrutura + absorvedor
6 e podem ser 
obtidas igualando o denominador da Equação (13) a zero e impondo 𝜔 = 𝜔𝐻𝑇: 
 
 
Figura 26 – Amplificação dos deslocamentos estáticos antes e depois da instalação 





















2 ) (2 + 𝜇) + 1 = 0 
 
                                            
6 Como o sistema tem dois graus de liberdade, este terá duas frequências angulares. A 
amplificação dinâmica será máxima quando a frequência de excitação for igual às frequências 








 e suas raízes são a razão entre 
a frequência angular do sistema 𝜔𝐻𝑇 e a frequência angular do absorvedor. 











Apresenta-se na Figura 27 o gráfico referente a Equação (14). Verifica-se 
que quanto maior o valor de 𝜇, maior será a distância entre as frequências angulares 
do sistema e a frequência angular do absorvedor. 
 
 
Figura 27 – Razão entre a frequência angular do sistema e a frequência angular do 
absorvedor não amortecido em função da relação entre massas 
 
Com tudo o que foi exposto, verifica-se que um absorvedor não amortecido 
é capaz de eliminar vibrações resultantes de excitações com frequência angular igual 
à frequência angular da estrutura. Todavia, vibrações excessivas ocorrerão para 




interligação da estrutura com o dispositivo de atenuação. Este fato configura um 
problema que pode ser evitado adicionando amortecimento ao absorvedor. 
 
3.2 Absorvedor dinâmico de vibração amortecido interligado a uma 
estrutura sem amortecimento 
Agora, inicia-se o estudo do modelo teórico (Figura 28) de uma estrutura 
sem amortecimento de massa 𝑚𝐻 e rigidez 𝑘𝐻 interligada a um absorvedor de 
vibração de massa 𝑚𝑇, rigidez 𝑘𝑇 e amortecimento 𝑐𝑇. Assim como no caso anterior, 
os graus de liberdade são: o deslocamento da estrutura 𝑢𝐻 e o deslocamento do 
absorvedor dinâmico 𝑢𝑇. 
 
 
Figura 28 - Modelo teórico de uma estrutura sem amortecimento interligado a um 
absorvedor de vibração amortecido 
 
Sobre a massa 𝑚𝐻 atua uma solicitação harmônica que pode ser expressa 
por 𝑃(𝑡) = 𝑃0𝑒
𝑖𝜔𝑡, onde 𝑃0 é a amplitude, 𝜔 é a frequência angular da excitação e 𝑖 é 
o número imaginário. Em qualquer instante, as equações de equilíbrio em cada uma 
das massas são dadas por: 
 {
𝑚𝐻?̈?𝐻 + 𝑐𝑇(?̇?𝐻 − ?̇?𝑇) + 𝑘𝐻𝑢𝐻 + 𝑘𝑇(𝑢𝐻 − 𝑢𝑇) = 𝑃0𝑒
𝑖𝜔𝑡











𝑖𝜔𝑡  (16) 
 
Onde 𝑢𝐻0 e 𝑢𝑇0 são as amplitudes dos deslocamentos da estrutura e do 
absorvedor, respectivamente. 
Substituindo (16) em (15), temos: 
 {
(−𝑚𝐻𝜔
2 + 𝑖𝜔𝑐𝑇 + 𝑘𝐻 + 𝑘𝑇)𝑢𝐻0 − (𝑘𝑇 + 𝑖𝜔𝑐𝑇)𝑢𝑇0 = 𝑃0
−(𝑘𝑇 + 𝑖𝜔𝑐𝑇)𝑢𝐻0 + (−𝑚𝑇𝜔
2 + 𝑖𝜔𝑐𝑇 + 𝑘𝑇)𝑢𝑇0 = 0
 (17) 
 





 𝑢𝐻0 = 𝑃0
(𝑘𝑇 −𝑚𝑇𝜔
2) + 𝑖𝜔𝑐𝑇
[(−𝑚𝐻𝜔2 + 𝑘𝐻)(−𝑚𝑇𝜔2 + 𝑘𝑇) − 𝑚𝑇𝜔2𝑘𝑇] + 𝑖𝜔𝑐𝑇(−𝑚𝐻𝜔2 + 𝑘𝐻 −𝑚𝑇𝜔2)
𝑢𝑇0 = 𝑃0
𝑘𝑇 + 𝑖𝜔𝑐𝑇




As amplitudes 𝑢𝐻0 e 𝑢𝑇0 são dadas pelo módulo dos números complexos 
dados na Equação (18). Para isso, busca-se escrever essa equação na forma: 
𝑢𝑖 = 𝑃0(𝐴 + 𝐵𝑖) 
 
Uma vez que o módulo será dado por: 
|𝑢𝑖| = 𝑃0√𝐴² + 𝐵² 
 






A representação desejada pode ser obtida multiplicando-se o numerador e 




























Simplificando a expressão obtemos: 





Da equação (18) verifica-se, para 𝑢𝐻0, que: 
𝐴 = 𝑘𝑇 −𝑚𝑇𝜔
2 
𝐵 = 𝜔𝑐𝑇 
𝐶 = (−𝑚𝐻𝜔
2 + 𝑘𝐻)(−𝑚𝑇𝜔
2 + 𝑘𝐻) − 𝑚𝑇𝜔
2𝑐𝑇 
𝐷 = 𝜔𝑐𝑇(−𝑚𝐻𝜔
2 + 𝑘𝐻 −𝑚𝑇𝜔
2) 
 
E, para 𝑢𝑇0, que: 
𝐴 = 𝑘𝑇 
𝐵 = 𝜔𝑐𝑇 
𝐶 = (−𝑚𝐻𝜔
2 + 𝑘𝐻)(−𝑚𝑇𝜔
2 + 𝑘𝐻) − 𝑚𝑇𝜔
2𝑐𝑇 
𝐷 = 𝜔𝑐𝑇(−𝑚𝐻𝜔
2 + 𝑘𝐻 −𝑚𝑇𝜔
2) 
 








(𝑘𝑇 −𝑚𝑇𝜔2)2 + 𝜔2𝑐𝑇
2
[(−𝑚𝐻𝜔2 + 𝑘𝐻)(−𝑚𝑇𝜔2 + 𝑘𝑇) − 𝑚𝑇𝜔2𝑘𝑇]2 + 𝜔2𝑐𝑇







[(−𝑚𝐻𝜔2 + 𝑘𝐻)(−𝑚𝑇𝜔2 + 𝑘𝑇) − 𝑚𝑇𝜔2𝑘𝑇]2 +𝜔2𝑐𝑇




Como simplificação, define-se as seguintes relações: 
 𝜇 =
𝑚𝑇




⁄  é a deflexão estática da estrutura 
 𝜔𝑇 = √
𝑘𝑇




 𝜔𝐻 = √
𝑘𝐻
𝑚𝐻⁄  é a frequência angular da estrutura 
 𝑓 =
𝜔𝑇
𝜔𝐻⁄  é a razão entre a frequência angular do absorvedor e a da 
estrutura 
 𝑔 = 𝜔 𝜔𝐻⁄  é a razão entre a frequência angular da excitação e a da 
estrutura 
 𝑐𝑇,𝑐 = 2𝑚𝑇𝜔𝐻 é o amortecimento “crítico”
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(𝑔2 − 1 + 𝜇𝑔2)2 + [𝜇𝑓2𝑔2 − (𝑔2 − 1)(𝑔2 − 𝑓2)]2
 (21) 
 
Conforme apresentado, um absorvedor amortecido é definido por três 
parâmetros: 𝜇, 𝑓 e 𝑐𝑇 𝑐𝑇,𝑐⁄ . Tomando a primeira delas como um dado de entrada, o 
dimensionamento ótimo do dispositivo é aquele cujas propriedades 𝑓𝑜𝑡 e (𝑐𝑇 𝑐𝑇,𝑐⁄ )𝑜𝑡 
resultem em um amplificação dos deslocamentos estáticos mínima. A fim de definir 
esses parâmetros ótimos, considere os gráficos da Figura 29 e Figura 30.  
A Figura 29 apresenta a amplificação dos deslocamentos estáticos da 
massa 𝑚𝐻 em função de 𝑔 para 𝜇 = 0,15, 𝑓 = 0,95 e para três valores de 𝑐𝑇 𝑐𝑇,𝑐⁄ : 5%, 
10% e 15%. Na Figura 30 é traçado gráfico análogo, mas com 𝑓 = 0,85. 
Em ambas os gráficos, observam-se dois picos correspondentes à 
frequência natural do sistema e que todas as curvas passam por dois pontos fixos: P 
e Q. Confrontando os gráficos, verifica-se que a posição relativa dos pontos é função 
de 𝑓 e que a inclinação das curvas nesses mesmos pontos é função de 𝑐𝑇 𝑐𝑇,𝑐⁄ . 
 
                                            
7 O amortecimento crítico do absorvedor foi determinado em função da frequência natural 





Figura 29 - Amplificação dos deslocamentos estáticos da massa 𝒎𝑯 em função de 𝒈 
para 𝝁 = 𝟎, 𝟏𝟓, 𝒇 = 𝟎, 𝟗𝟓 e para três valores de 𝒄𝑻 𝒄𝑻,𝒄⁄ : 5%, 10% e 15% 
 
Figura 30 - Amplificação dos deslocamentos estáticos da massa 𝒎𝑯 em função de 𝒈 




Fica fácil observar que a configuração do absorvedor amortecido que 
resultará na menor amplificação dos deslocamentos estáticos é aquela em que os 
pontos P e Q tenham a mesma ordenada e que a curva tenha inclinação nula nesses 
pontos, ou seja, P e Q coincidem com os picos. 
Dessa forma, busca-se inicialmente os valores de 𝑔 tal que 
|𝑢𝐻0|
𝑢𝐻,𝑒𝑠𝑡⁄  



















𝐴 = (2𝑔)2 
𝐵 = (𝑔2 − 𝑓2)2 
𝐶 = (2𝑔)2(𝑔2 − 1 + 𝜇𝑔2)2 




𝑢𝐻,𝑒𝑠𝑡⁄  será independente de 𝑐𝑇 𝑐𝑇,𝑐⁄  se 𝐴 𝐶⁄ = 𝐵 𝐷⁄ . Assim: 
(
1










Tirando a raiz de ambos os membros: 
1
(𝑔2 − 1 + 𝜇𝑔2)
= ∓(
𝑔2 − 𝑓2
𝜇𝑓2𝑔2 − (𝑔2 − 1)(𝑔2 − 𝑓2)
) 
 
Assumindo o sinal negativo para a segunda parcela, obtém-se a solução 
trivial 𝑔 = 0. Já assumindo o sinal positivo, chega-se a uma equação quadrática em 
𝑔2: 
 𝑔4 − 2𝑔2





= 0 (22) 
 







𝑢𝐻,𝑒𝑠𝑡⁄  é independente de 𝜉𝑇, toma-se o valor desse parâmetro 
que reduza a Equação (21) para a sua forma mais simples. Isso é possível quando  






1 − 𝑔2(1 + 𝜇)
 (23) 
 
Na Figura 31 agrega-se a curva referente a 𝑐𝑇 𝑐𝑇,𝑐⁄ = ∞, a fim de estudar a 
Equação (23). 
 
Figura 31 - Amplificação dos deslocamentos estáticos da massa 𝒎𝑯 em função de 𝒈 
para 𝝁 = 𝟎, 𝟏𝟓, 𝒇 = 𝟎, 𝟖𝟓 e para quatro valores de 𝒄𝑻 𝒄𝑻,𝒄⁄ : 5%, 10%, 15% e ∞ 
 
Verifica-se que a Equação (23) retornará valores negativos para 𝑔 >
1 √1 + 𝜇⁄ . Isso não condiz com a curva apresentada na Figura 31, porém é facilmente 
corrigida por um sinal negativo para valores de 𝑔 > 1 √1 + 𝜇⁄ . Verifica-se também que 
os pontos P e Q estão em lados desse valor de 𝑔 = 1 √1 + 𝜇⁄ . 
Outra observação importante é a de que um amortecimento infinito do 
absorvedor resulta em uma amplificação também infinita, ao contrário do que poderia 




se explica no fato de que quando o amortecimento é infinito, não ocorre deslocamento 
relativo entre as massas. Assim não existe trabalho da força de amortecimento. O 
comportamento do sistema é semelhante ao de um sistema de um grau de liberdade 
com massa (1 + 𝜇)𝑚𝐻. 
Retomando o desenvolvimento matemático, substituindo-se as raízes 𝑔1 e 
𝑔2 na Equação (23) e igualando-se as expressões obtidas (lembrando-se do sinal 









A partir da Equação (22) e lembrando que o coeficiente negativo do termo 














O parâmetro (𝑐𝑇 𝑐𝑇,𝑐⁄ )𝑜𝑡 do absorvedor é obtido substituindo-se a Equação 
(26) na (21) e derivando em relação a 𝑔. A equação resultante expressa a inclinação 
de 
|𝑢𝐻0|










Quando a inclinação é nula no ponto P, esta não será no ponto Q, embora 
seja bem próxima desse valor. Repete-se o procedimento, agora impondo uma 






















Já a máxima amplificação dos deslocamentos estáticos é obtida 









O valor dado pela Equação (30) não é exato pois tomou-se (𝑐𝑇 𝑐𝑇,𝑐⁄ )𝑜𝑡 
como a média das Equações (27) e (28). Assim, a inclinação não será nula nos pontos 
P e Q e estes não serão pontos de máximo. Mas a inclinação é bem próxima de zero 
e o erro cometido é muito pequeno, não comprometendo o resultado dado pela 
Equação (30). Também por esse motivo, independe qual raiz da Equação (22) será 
utilizada na Equação (23). 
 
3.3 Absorvedor dinâmico de vibração amortecido interligado a uma 
estrutura com amortecimento 
Finalmente chega-se ao caso de um modelo teórico (Figura 32) de uma 
estrutura de massa 𝑚𝐻, rigidez 𝑘𝐻 e amortecimento 𝑐𝐻 interligada a um absorvedor de 
vibração de massa 𝑚𝑇, rigidez 𝑘𝑇 e amortecimento 𝑐𝑇. 
Sobre a massa 𝑚𝐻 atua uma solicitação harmônica que pode ser expressa 
por 𝑃(𝑡) = 𝑃0𝑒
𝑖𝜔𝑡, onde 𝑃0 é a amplitude, 𝜔 é a frequência da excitação e 𝑖 é o número 
imaginário. Em qualquer instante, as equações de equilíbrio em cada uma das massas 
são dadas por: 
 {
𝑚𝐻?̈?𝐻 + 𝑐𝐻?̇?𝐻 + 𝑐𝑇(?̇?𝐻 − ?̇?𝑇) + 𝑘𝐻𝑢𝐻 + 𝑘𝑇(𝑢𝐻 − 𝑢𝑇) = 𝑃0𝑒
𝑖𝜔𝑡
𝑚𝑇?̈?𝑇 + 𝑐𝑇(𝑢𝑇 − 𝑢𝐻) + 𝑘𝑇(𝑢𝑇 − 𝑢𝐻) = 0
 (31) 
 
Aplicando procedimento matemático semelhante ao caso anterior, obtém-






Figura 32 - Modelo teórico de uma estrutura com amortecimento interligado a um 

















 𝑍2 = [𝑔4 𝑓2⁄ − 𝑔2 𝑓2⁄ − 𝑔2(1 + 𝜇) − 4(𝜉𝐻𝜉𝑇𝑔
2 𝑓⁄ ) + 1]2
+ 4[𝜉𝐻𝑔
3 𝑓2⁄ + 𝜉𝑇𝑔











⁄  é a deflexão estática da estrutura 
 𝜔𝑇 = √
𝑘𝑇
𝑚𝑇⁄  é a frequência angular do absorvedor 
 𝜔𝐻 = √
𝑘𝐻
𝑚𝐻⁄  é a frequência angular da estrutura 
 𝑓 =
𝜔𝑇














⁄  é a taxa de amortecimento do absorvedor 
 
Objetiva-se determinar os valores 𝑓𝑜𝑡 e 𝜉𝑇,𝑜𝑡 que resultem no mínimo valor 
máximo possível de 
|𝑢𝐻0|
𝑢𝐻,𝑒𝑠𝑡⁄  em função de 𝜇, 𝜉𝐻 e 𝑔. Mas não será possível aplicar 
procedimento semelhante ao do caso anterior, pois quando 𝜉𝐻 ≠ 0, as curvas de 
|𝑢𝐻0|
𝑢𝐻,𝑒𝑠𝑡⁄  em função de 𝑔, independentemente de 𝜉𝐻, não passam mais por dois 
pontos específicos (anteriormente determinados como pontos P e Q). Assim, recorre-
se a um procedimento numérico para resolução do problema em questão. 
Seguindo estudos de Pennestri (1998) e Brown e Singh (2011) 
desenvolveu-se uma rotina no software Matlab para obter os valores 𝑓𝑜𝑡 e 𝜉𝑇,𝑜𝑡 de um 
absorvedor dinâmico de vibração amortecido interligado a uma estrutura com 
amortecimento. Empregou-se a função fminimax, já disponível no Matlab. Dado uma 
função 𝐹(𝑥) que retorna um vetor, a função fminimax retorna o vetor de entrada 𝑥 
cujos parâmetros resultem no mínimo valor máximo possível dentre os parâmetros do 
vetor de saída. Segue abaixo o código implementado: 
 
function [S] = AMS_OT(mi, qsih) 
% x(1)=f; x(2)=qsit 
    function uhmax = RESP(x) 
        g=0.5:0.001:1.5; 
        n=size(g,2); 
        for i=1:n 





        end 
    end 
    x0=[1;0.1]; 
    lb=[0;0]; 
    ub=[2;0.25]; 
    [x,fval]=fminimax(@RESP,x0,[],[],[],[],lb,ub); 
    S(1)=x(1); 
    S(2)=x(2); 







 Correspondência de nomenclaturas: 𝑚𝑖 = 𝜇, 𝑞𝑠𝑖ℎ = 𝜉𝐻 e 𝑞𝑠𝑖𝑡 = 𝜉𝑡 
 A rotina realiza a busca no intervalo de 0,5 ≤ 𝑔 ≤ 1,5 com um passo de 0,001 
nesse intervalo 
 lb e ub são vetores que definem o intervalo de busca de 𝑓 e 𝜉𝑡 
 
Como observa-se, os dados de entrada são 𝜇 e 𝜉𝐻. Assim dado essas 
entradas, a rotina implementada retorna 𝑓𝑜𝑡, 𝜉𝑇,𝑜𝑡 e o máximo valor de 
|𝑢𝐻0|
𝑢𝐻,𝑒𝑠𝑡⁄  
dado por essas variáveis, que neste caso será o mínimo valor máximo possível. 
Implementando pequenas modificações no código apresentado 
anteriormente concebeu-se um outro a fim de auxiliar na criação dos gráficos 
apresentados a seguir8. Ressalta-se que as curvas para 𝜉𝐻 = 0, na Figura 33, Figura 
34 e Figura 35 foram construídas a partir das Equações (30), (26) e (29) dividida pela 
(26), respectivamente. 
A partir da Figura 33 é possível obter duas conclusões importantes. 
Primeiro, tomar valores de 𝜇 maiores que 0,02 não tem efeito considerável na resposta 
da estrutura, mesmo para estruturas de baixo amortecimento. Segundo, a adoção de 
absorvedores dinâmicos de vibração amortecidos também não tem efeito considerável 
na resposta de estruturas mais amortecidas, como pode observa-se na curva 
referente a 𝜉𝐻 = 5%. 
Para dimensionar um AMS deve-se primeiramente definir a razão 𝜇. Os 
parâmetros 𝑓𝑜𝑡 e 𝜉𝑇,𝑜𝑡 do AMS são definidas de maneira numérica a partir da rotina de 
cálculo apresentada ou graficamente pelos gráficos da Figura 34 e Figura 35. Para 
estruturas de baixo amortecimento, as Equações (26) e (29) fornecem valores 
satisfatórios (BACHMANN e WEBER, 1995). Por fim, a massa, rigidez e 
amortecimento do AMS são obtidos a partir das equações que definem as relações 𝜇, 
𝑓 e 𝜉𝑇, respectivamente. 
 
                                            
8 Bachmann e Weber (1995) apresentam gráficos semelhantes em trabalho que trata de 





Figura 33 - 
|𝒖𝑯𝟎|
𝒖𝑯,𝒆𝒔𝒕⁄  em função de 𝝁 para diferentes valores de 𝝃𝑯 
 





Figura 35 - 𝝃𝑻,𝒐𝒕 em função de 𝝁 para diferentes valores de 𝝃𝑯 
 
Tratando-se de um AMS com atuação na direção transversal para evitar a 
ocorrência do Lock-in, o dimensionamento pode ser feito a partir da Equação (4). 
Assim, dada as propriedades modais da passarela e o número de pedestres, define-
se o amortecimento do AMS para que não ocorra o Lock-in. As demais propriedades 
são determinadas a partir dos gráficos da Figura 34 e Figura 35. Esse procedimento 
foi adotado para o dimensionamento dos AMSs das passarelas Millennium (DALLARD 
et al., 2001a) e Pedro e Inês (CAETANO et al., 2010b). A viabilidade desse 
procedimento é dada por ensaios experimentais conduzidos nessas passarelas que 
demonstraram comportamento dinâmico satisfatório dessas estruturas. 
 
3.4 Aspectos práticos 
Uma vez determinadas as propriedades de um AMS, alguns cuidados 





Primeiramente, vale ressaltar que a eficácia desse dispositivo é sensível a 
pequenas variações nos parâmetros 𝑓 e 𝜉𝑇 dos valores ótimos. Isso pode ser 
visualizado na Figura 36, onde apresentam-se as curvas de máxima amplificação em 
função de 𝑓 e 𝜉𝑇 para 𝜇 = 0,01 e 𝜉𝐻 = 0,01. Dado esses valores, o ponto ótimo 
corresponde a 𝑓𝑜𝑡 = 0,989 e 𝜉𝑇,𝑜𝑡 = 0,063, que resultam numa amplificação dinâmica 
máxima de 11,4. Por exemplo, verifica-se que para um valor de 𝑓 = 0,9, ou seja, uma 
variação de aproximadamente 10% desse parâmetro, a amplificação dinâmica 
máxima é em torno de 25, ou seja, um aumento de aproximadamente 120%. Verifica-




Figura 36 – Curvas de máxima amplificação em função de 𝒇 e 𝝃𝑻 
 
Com isso, fica clara a importância de uma calibração precisa do AMS, tarefa 
que só é possível conhecendo-se as frequências naturais da estrutura. Ensaios 
experimentais de vibração livre são a maneira mais precisa de obtenção desses 
parâmetros. O AMS também deve ser concebido com massa, amortecimento e rigidez 
conforme definido em projeto. Essas propriedades também podem ser avaliadas a 
partir de ensaios de vibração livre. A calibração final do AMS é realizada após a 




ensaio de vibração livre resulte em uma curva de amplificação dos deslocamentos 
estáticos (Figura 29) com dois picos de mesma amplitude, situação esta que define o 
dimensionamento ótimo desse dispositivo. A outra seria verificar, a partir de um ensaio 
de vibração forçada, a resposta dinâmica da estrutura com o AMS travado9 e liberado. 





                                            




4. METODOLOGIA DE ANÁLISE DO CONFORTO HUMANO 
Na Figura 37, apresenta-se fluxograma que resume as etapas da 
metodologia para a análise do conforto humano devido às vibrações decorrentes do 
caminhar dos pedestres e, nas seções seguintes, detalhes de cada um dos passos. 


















Figura 37 – Fluxograma da metodologia de análise do conforto humano. Adaptado 
de Hivoss (2008a). 
 
Ressalta-se que neste trabalho, o cálculo das frequências naturais e das 
acelerações máximas (passos 1 e 4) serão feitos com o auxílio do software de análise 
estrutural baseado no método dos elementos finitos com recursos de análise modal e 
dinâmica SAP2000 (COMPUTERS AND STRUCTURES, INC, 2015). Para isso, 
deverá ser concebido um modelo numérico da estrutura em análise, o qual deverá 
representar de maneira mais verossímil o comportamento da estrutura real. 
Passo 1: Cálculo das frequências naturais 
Passo 2: Frequências naturais situam-se nas faixas de risco? 
Passo 3: Definir situações de verificação: condições de 
tráfego e conforto correspondentes 
Sim Não 
FIM 
Passo 4: Cálculo das acelerações máximas e comparação 









4.1 Análise modal 
O cálculo das frequências naturais é realizado com o auxílio do software 
SAP2000(COMPUTERS AND STRUCTURES, INC, 2015) (ver ANEXO C10). 
Ressalta-se que a estrutura deve ser analisada com e sem a massa dos pedestres, 
definindo assim, um intervalo de frequências referente a cada modo de vibração. 
Procedida a análise modal, verifica-se se as frequências naturais situam-
se nas faixas de riscos (passo 2). O risco está associado à possibilidade de 
ressonância e, especificamente na direção transversal, a ocorrência do Lock-in. As 
faixas de risco consideradas nas três direções principais são: 
 Vertical: 1,25 Hz a 4,6Hz 
 Longitudinal: 1,25 Hz a 2,3 Hz 
 Transversal: 0,5 Hz a 1,2 Hz 
 
Caso as frequências naturais estejam fora desses intervalos, não existe 
risco de ressonância, logo as acelerações decorrentes da utilização da passarela não 
ocasionaram desconforto nos usuários. Caso contrário, uma análise dinâmica se faz 
necessária para avaliar os níveis de aceleração.  
 
4.2 Situações de verificação 
Essa etapa consiste em definir: 
 Carregamento dinâmico: função do número equivalente de pedestres, 
dos coeficientes de Fourier, ângulos de fase e da frequência de atividade 
que define o andar. 
 Limites de aceleração aceitáveis. 
4.2.1 Carregamento dinâmico 
O cálculo do número equivalente de pedestres é dado pelas Equações (2) 
e (3), convenientemente repetidas abaixo (ver ANEXO B): 
                                            
10 Este anexo apresenta como a análise modal é realizada no software SAP2000. A 




 𝑛𝑒𝑞 = 10,8√𝑛 𝜉    𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑑 < 1 𝑝𝑒𝑠𝑠𝑜𝑎/𝑚²  (2) 
 𝑛𝑒𝑞 = 1,85√𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑑 ≥ 1 𝑝𝑒𝑠𝑠𝑜𝑎/𝑚²  (3) 
Onde: 
 𝑑 é a densidade de ocupação da passarela; 
 𝑛 = 𝐴 × 𝑑; 
 𝐴 é a área de circulação de pedestres da passarela. 
 
Com relação à densidade de ocupação da passarela, o manual Hivoss 
(2008a) caracteriza um tráfego pouco intenso, intenso, muito intenso e 
excepcionalmente intenso, conforme apresenta-se na Tabela 11. 
Com relação aos coeficientes de Fourier e ângulos de fase que definem a 
atividade de andar, consideram-se os dois primeiros harmônicos na direção vertical e 
apenas o primeiro harmônico nas direções horizontais. Isso porque situações de 
ressonância são factíveis apenas com essas parcelas. Dessa forma, os valores a 
serem utilizados na Equação (1), também convenientemente repetida a seguir, são 
dados na Tabela 12. 





 𝐺 é o peso da pessoa (carga estática): 700 𝑁 conforme Sétra (2006);  
 𝛼𝑖 é o coeficiente de Fourier associado ao i-ésimo harmônico da 
atividade;  
 𝑓𝑝 é a frequência da atividade;  
 𝑡 é o tempo;  
 ∅𝑖 é o ângulo de fase do i-ésimo harmônico em relação ao primeiro 
harmônico;  
 𝑖 é o número do harmônico;  








Tabela 11 – Descrição das densidades de ocupação de passarelas (HIVOSS, 2008a) 
Densidade Descrição Características 
0,2 pedestre/m² Tráfego moderado 
 
 Caminhada 
confortável e livre 
 Ultrapassagens são 
possíveis 
 Pedestres com 
variados ritmos 
0,5 pedestre/m² Tráfego intenso 
 
 Caminhada ainda sem 
restrições 
 Ultrapassagens 
podem não ser 
possíveis 
1,0 pedestre/m² Tráfego muito intenso 
 
 Caminhada com 
restrições 
 Ultrapassagens não 
são possíveis 
1,5 pedestres/m² Tráfego excepcionalmente intenso  Caminhada 
desconfortável 
 
Tabela 12 – Coeficientes de Fourier e ângulos de fase dos harmônicos do andar nas 
três direções a serem utilizados para a análise do conforto humano 
Direção 𝜶𝟏 𝜶𝟐 ∅𝟐 
Vertical 0,4 0,1 𝜋 2⁄  
Longitudinal 0,2 - - 
Lateral 0,05 - - 
 
A frequência de atividade deverá ser selecionada de maneira a resultar 
numa situação de ressonância, ou seja, igual à frequência natural da estrutura. Em 
função da probabilidade da ocorrência de ressonância dentro das faixas de risco, o 




 Primeiro harmônico da direção vertical e longitudinal 





, 𝑠𝑒 1,25 ≤ 𝑓𝑝 < 1,7 𝐻𝑧 (36) 
 𝜓 = 1,0 − 5(𝑓𝑝 − 2,1), 𝑠𝑒 2,1 < 𝑓𝑝 ≤ 2,3 𝐻𝑧 (37) 
 𝜓 = 0, 𝑠𝑒 𝑓𝑝 < 1,25 𝑜𝑢 𝑓𝑝 > 2,3 𝐻𝑧 (38) 
 
 Segundo harmônico da direção vertical 





, 𝑠𝑒 2,5 ≤ 𝑓𝑝 < 3,4 𝐻𝑧 (40) 
 𝜓 = 1,0 − 2,5(𝑓𝑝 − 4,2), 𝑠𝑒 4,2 < 𝑓𝑝 ≤ 4,6 𝐻𝑧 (41) 
 𝜓 = 0, 𝑠𝑒 𝑓𝑝 < 2,5 𝑜𝑢 𝑓𝑝 > 4,6 𝐻𝑧 (42) 
 
 Primeiro harmônico da direção lateral 
 𝜓 = 1,0, 𝑠𝑒 0,7 ≤ 𝑓𝑝 ≤ 1,0 𝐻𝑧 (43) 
 𝜓 = 5(𝑓𝑝 − 0,5), 𝑠𝑒 0,5 ≤ 𝑓𝑝 < 0,7 𝐻𝑧 (44) 
 𝜓 = 1,0 − 5(𝑓𝑝 − 1,0), 𝑠𝑒 1,0 < 𝑓𝑝 ≤ 1,2 𝐻𝑧 (45) 
 𝜓 = 0, 𝑠𝑒 𝑓𝑝 < 0,5 𝑜𝑢 𝑓𝑝 > 1,2 𝐻𝑧 (46) 
 
Dessa forma, com a inclusão do fator de minoração 𝜓 e reescrevendo de 
maneira conveniente, a série de Fourier que define o carregamento dinâmico fica 
sendo: 
 𝐹𝑝(𝑡) = 𝐺 × [1 +∑𝛼𝑖  𝑠𝑒𝑛(2𝜋𝑓𝑝𝑡)𝜓𝑖] (47) 
 
Dessa forma, fica fácil visualizar que o carregamento dinâmico, segundo o 
modelo adotado, é dado pela multiplicação do carregamento estático, neste caso, o 
peso dos pedestres, pelo termo dentro dos colchetes, o qual varia em função do 




carregamento estático tem a mesma direção. Para as direções horizontais, emprega-
se a seguinte equação: 
 𝐹𝑝(𝑡) = 𝐺 × [𝛼 𝑠𝑒𝑛(2𝜋𝑓𝑝𝑡)𝜓] (48) 
 
Ressalta-se que a frequência da solicitação transversal é metade da 
frequência de passo. 
O carregamento dinâmico deve ser distribuído em toda a área de circulação 
de pedestres e deve ter sentido conforme a forma modal da estrutura11. 
 
4.2.2 Limites de aceleração aceitáveis 
Para análise do conforto humano, utiliza-se o conceito de níveis de conforto 
(máximo, médio, mínimo e intolerável) conforme os manuais Sétra (2006) e Hivoss 
(2008a). Ou seja, para as condições de tráfego consideradas, determinado nível de 
conforto deverá ser satisfeito. Para associar essas variáveis é importante avaliar-se a 
frequência de ocorrência das condições de tráfego consideradas. Por exemplo, para 
um tráfego muito intenso com ocorrência frequente é necessário um nível de conforto 
superior do que para a mesma condição de tráfego com ocorrência ocasional. 
Conhecer características da passarela como a localização, áreas interligadas, dentre 
outros fatores é importante para a definição dos cenários avaliados. 
Assim, a verificação se dará pelos gráficos da Figura 20 e Figura 22. Além 
das faixas dos níveis de conforto, estes também contêm as curvas das normas BS 
5400, ISO 10137, Ontario Code, Eurocode 0 e serão úteis, nesta pesquisa, para 
discutir tais limites. 
Lembra-se que quando for identificada a possibilidade de ocorrência do 
Lock-in, ou seja, a frequência transversal encontra-se na faixa de risco (de 0,5 Hz a 
1,2 Hz), as acelerações transversais deverão ser limitadas em 100 mm/s². 
 
                                            





4.3 Análise dinâmica 
Assim como a análise modal, a resposta do modelo numérico devido a 
solicitação dinâmica gerado pelo andar é calculada com o auxílio do software 
SAP2000 (COMPUTERS AND STRUCTURES, INC, 2015) (ver ANEXO C12). Para 
isso, é necessário definir a taxa de amortecimento da passarela. Na falta de dados de 
ensaios, utilizam-se os valores apresentados na Tabela 13. 
 
Tabela 13 – Valores de taxa de amortecimento para passarelas (HIVOSS, 2008a) 
 Taxa de amortecimento 
Tipo de material Mín. Média 
Concreto armado 0,8% 1,3% 
Concreto protendido 0,5% 1,0% 
Aço 0,2% 0,4% 
Mista (aço e concreto) 0,3% 0,6% 
 
Procedido o cálculo, os valores de aceleração de pico são comparados com 
os limites impostos. Caso estes sejam respeitados, a passarela atende ao estado 
limite de serviço referente ao conforto do usuário. Caso contrário, deve-se 
implementar métodos de atenuação de vibração de maneira que os níveis de vibração 
atendam aos limites impostos. 
 
4.4 Implementação de métodos de atenuação de vibração 
Quando necessário reduzir as vibrações a níveis aceitáveis a fim de 
satisfazer os critérios relativos ao conforto humano, duas técnicas são indicadas: 
 
 Enrijecimento estrutural 
 Instalação de um AMS 
 
                                            
12 Este anexo apresenta como a análise dinâmica é realizada no software SAP2000. A 




4.4.1 Enrijecimento estrutural 
Tem por objetivo aumentar a frequência natural da estrutura da frequência 
da excitação, e assim, reduzir a probabilidade de ocorrência da ressonância. Pode ser 
obtido aumentando-se a altura da treliça, a área e inércia das barras e variando-se a 
rigidez dos apoios. Mas quais destes fatores tem maior efeito na frequência natural? 
Ou seja, quais fatores compensam ser modificados para aumentar a frequência 
natural? 
Para responder tais questionamentos, emprega-se uma análise de 
variância (ANOVA) a fim de compreender a sensibilidade dos fatores assumidos 
inicialmente como significantes para a resposta. Mais especificamente, é realizada 
uma análise fatorial 2𝑘. A seguir, apresenta-se revisão teórica sobre o assunto 
conforme Montgomery (2001). 
Iniciando o estudo, considere um determinado processo cuja resposta 
dependa de alguns fatores e que estes variam em um intervalo definido. Por exemplo, 
um processo químico que dependa da concentração do reagente e do catalisador. 
A partir da análise fatorial, é possível avaliar o efeito de cada fator (efeitos 
principais) e da interação entre fatores (efeitos de interação) na resposta. Estes efeitos 
são definidos como graus de liberdade da análise. Numa análise do tipo 2𝑘, os fatores 
são avaliados apenas no valor inferior (-) e superior (+) do intervalo de variação. 
Assim, em um processo com 𝑘 fatores, são necessárias 2𝑘 respostas e existem  
2𝑘 − 1 graus de liberdade. 
Dado os efeitos de cada fator, a resposta pode ser ajustada a um modelo 
por regressão. Define-se como resíduos, a diferença entre o valor real e o valor dado 
pelo modelo. Espera-se que os resíduos tenham uma distribuição aleatória, o que 
indica que o modelo adotado tem comportamento satisfatório. 
Quando muitos fatores são considerados, convém conhecer quais destes 
tem efeito significativo na resposta e como este a afeta. Geralmente, essa análise é 
realizada no estágio inicial de um estudo, pois permite negligenciar os fatores de efeito 
nulo ou desprezível. Uma vez que o número de respostas cresce exponencialmente 
com o número de fatores, essa análise torna-se impraticável quando tem-se muitos 
fatores. Por exemplo, para um processo que dependa de 10 parâmetros são 
necessárias 210 = 1024 respostas. O número total de graus de liberdade é 1023. 




segunda ordem (interação entre dois fatores) e o restante com efeitos de interação de 
terceira ordem ou superior (interação entre três fatores ou mais). Caso seja possível 
assumir que efeitos de interação de determinada ordem são negligenciáveis, seria 
necessária apenas uma fração das respostas para avaliar os efeitos principais e os 
de interação de ordem menores. Baseado nisto, define-se a análise fatorial fracionada 
2𝑘−𝑝 onde 𝑘 é o número de fatores e 𝑝 é o número de geradores independentes a 
partir dos quais será possível escrever os 2𝑘 − 1 graus de liberdade da análise 
completa a partir dos 2𝑘−𝑝 − 1 graus de liberdade da análise fracionada.  
Por exemplo, em uma análise fatorial fracionada 26−2, os 63 graus de 
liberdade da análise completa são escritos em função dos 15 graus de liberdade da 
análise fracionada. Obviamente, graus de liberdade da análise fracionada 
descreverão mais de um grau de liberdade. É dito que esses efeitos se confundem. 
Na Tabela 14 apresentam-se os efeitos que se confundem em uma análise fatorial 
fracionada 26−2 com geradores 𝐼 = 𝐴𝐵𝐶𝐸 = 𝐵𝐶𝐷𝐹 = 𝐴𝐷𝐸𝐹 (os dois primeiros 
independentes e o último igual ao produto dos dois anteriores). Em negrito estão os 
efeitos obtidos da análise fracionada 
Ao calcular-se o efeito 𝐴 a partir da análise fracionada, calcula-se, na 
realidade, o efeito 𝐴 + 𝐵𝐶𝐸 + 𝐷𝐸𝐹 + 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐹. Mas, assumindo-se que os efeitos de 
terceira ordem são negligenciáveis, observa-se que a análise fracionada fornece uma 
boa aproximação para o efeito 𝐴. Ressalta-se que essa aproximação é obtida com 16 
respostas e não as 64 que seriam necessárias para a análise completa. 
 
Tabela 14 – Efeitos que se confundem para a análise fatorial fracionada 𝟐𝟔−𝟐. 
Geradores: 𝑰 = 𝑨𝑩𝑪𝑬 = 𝑩𝑪𝑫𝑭 = 𝑨𝑫𝑬𝑭 
𝑨 = 𝐵𝐶𝐸 = 𝐷𝐸𝐹 = 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐹 
𝑩 = 𝐴𝐶𝐸 = 𝐶𝐷𝐹 = 𝐴𝐵𝐷𝐸𝐹 
𝑪 = 𝐴𝐵𝐸 = 𝐵𝐷𝐹 = 𝐴𝐶𝐷𝐸𝐹 
𝑫 = 𝐵𝐶𝐹 = 𝐴𝐸𝐹 = 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 
𝐸 = 𝑨𝑩𝑪 = 𝐴𝐷𝐹 = 𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 
𝐹 = 𝑩𝑪𝑫 = 𝐴𝐷𝐸 = 𝐴𝐵𝐶𝐸𝐹 
𝑨𝑩 = 𝐶𝐸 = 𝐴𝐶𝐷𝐹 = 𝐵𝐷𝐸𝐹 
𝑨𝑪 = 𝐵𝐸 = 𝐴𝐵𝐷𝐹 = 𝐶𝐷𝐸𝐹 
𝑨𝑫 = 𝐸𝐹 = 𝐵𝐶𝐷𝐸 = 𝐴𝐵𝐶𝐹 
𝐴𝐸 = 𝑩𝑪 = 𝐷𝐹 = 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 
𝐴𝐹 = 𝐷𝐸 = 𝐵𝐶𝐸𝐹 = 𝑨𝑩𝑪𝑫 
𝑩𝑫 = 𝐶𝐹 = 𝐴𝐶𝐷𝐸 = 𝐴𝐵𝐸𝐹 
𝐵𝐹 = 𝐶𝐷 = 𝐴𝐶𝐸𝐹 = 𝐴𝐵𝐷𝐸 
𝑨𝑩𝑫 = 𝐶𝐷𝐸 = 𝐴𝐶𝐹 = 𝐵𝐸𝐹 





Em função dos fatores que se confundem, convém definir os tipos de 
resoluções a seguir: 
 
 Resolução tipo III: neste tipo de resolução os efeitos principais não se 
confundem entre si, mas sim com os efeitos de segunda ordem. Já estes 
se confundem entre si. 
 Resolução tipo IV: neste tipo de resolução os efeitos principais não se 
confundem entre si e nem com os efeitos de segunda ordem. Já estes 
se confundem entre si. 
 Resolução tipo V: neste tipo de resolução os efeitos principais não se 
confundem entre si e nem com os efeitos de segunda ordem. Já estes 
também não se confundem entre si. 
 
O exemplo dado na Tabela 14 tem resolução do tipo IV. Assim, esta análise 
fatorial fracionada é representada por 2𝐼𝑉
6−2. 
A Tabela 15 apresenta o número de respostas necessárias em função do 
número de fatores para proceder uma análise fatorial fracionada do tipo IV. 
 
Tabela 15 – Número de respostas em função do número de fatores para análise 
fatorial fracionada do tipo IV 
Fatores Respostas 
4 8 
6 a 8 16 
7 a 16 32 
 
Nesta pesquisa empregou-se o software Design-Expert 9 (STAT-EASE, 
2015) para as análises necessárias. O critério adotado por este software para definir 
se um fator ou análise é significante é se o p-value é menor do que 0,05. 
4.4.2 Instalação de um AMS 
A instalação do AMS reduz os níveis de vibração numa situação de 




O dimensionamento desse dispositivo de ação passiva consiste em 
determinar sua massa, a rigidez das molas e o amortecimento do amortecedor. Para 
isso emprega-se rotina numérica desenvolvida e apresentada no capítulo 3. 
Em busca de um dimensionamento ótimo, recomenda-se analisar 
diferentes massas para o AMS. E dada sua sensibilidade e a variação da frequência 
natural da passarela em função da massa dos pedestres, recomenda-se dimensionar 
o dispositivo para a frequência situada na metade da faixa de variação e, em seguida, 






5. ESTUDOS DE CASO 
A fim de aplicar a metodologia apresentada no capítulo anterior, a mesma 
será utilizada para análise do conforto humano em três modelos numéricos de 
passarelas desenvolvidos no software SAP2000 (COMPUTERS AND STRUCTURES, 
INC, 2015). 
 
5.1 Descrição das passarelas analisadas 
Nos tópicos a seguir são descritas as três passarelas estudadas nessa 
pesquisa. 
5.1.1 Passarela 1 
Neste caso, estuda-se uma passarela mista (aço e concreto) denominada, 
a partir de agora, como “Passarela 1”, a qual é composta por duas treliças Pratt de 2,7 
metros de altura para vencer o vão livre de 30 metros. Estas estão interligadas por 
duas treliças horizontais, uma na base e a outra no topo. A largura entre eixos das 
treliças verticais é 2,5 metros. Apresentam-se na Figura 39 os croquis desta passarela 
com a indicação dos perfis empregados, os quais são compostos pelo aço  
ASTM A-572 Grau 50 e pontos de fixação (assumidos como apoio fixo). A laje é do 
tipo mista com steel deck (Figura 38) de 1,25 mm de espessura e altura total de 13 
centímetros, o que resulta em um peso próprio de 2,60 kN/m². O concreto para 
enchimento é o C30. 
 
 





   
(a) (b) (c) 
Figura 39 – Croqui da Passarela 1: vista lateral (a), vista superior (b) e  
vista inferior (c) 
 
Assume-se uma densidade de um pedestre por metro quadrado para as 
verificações. Considera-se a área disponível para tráfego de pedestres como  
2,5 x 36,0 m², ou seja, 90 pedestres distribuídos ao longo da passarela. 
Para a análise modal e dinâmica da Passarela 1, desenvolveu-se um 
modelo numérico no software SAP2000. As barras foram representadas por 
elementos frame, 148 ao todo, conforme propriedades geométricas dos perfis e do 
aço estrutural. Já a laje foi discretizada por elementos shell. Assumiu-se uma seção 
retangular de 13 centímetros de espessura composta apenas de concreto. As 
propriedades geométricas foram ajustadas para corresponder às propriedades da 




ASTM A-572 Grau 50 e para o concreto C30. As fixações foram modeladas como 
apoios fixos, restringindo a translação nas três direções principais. 
 






Aço ASTM A-572 Grau 50 199948 7849 
Concreto C30 2607213 2500 
 
Já na Figura 40 apresenta-se uma vista do modelo numérico desenvolvido. 
 
 
Figura 40 – Vista geral do modelo numérico da Passarela 1 
 
A massa da estrutura totaliza 33180 kg, sendo 9780 kg referente à estrutura 
metálica e 23400 kg ao tabuleiro. Para a densidade de ocupação definida, tem-se uma 
massa adicional de 6300 kg referente aos pedestres14, ou seja, um acréscimo de 
aproximadamente 19% na massa da estrutura. 
5.1.2 Passarela 2 
Neste caso, estuda-se uma passarela mista (aço e concreto) denominada, 
a partir de agora, como “Passarela 2”, a qual é composta por duas treliças Pratt de 3 
metros de altura para vencer o vão livre de 54 metros. Estas estão interligadas por 
                                            
13 Considerou-se o módulo de elasticidade secante 𝐸𝑐𝑠 calculado a partir da equação  
𝐸𝑐𝑠 = 0,85 × 5600 × √𝑓𝑐𝑘, onde 𝑓𝑐𝑘 é a resistência à compressão característica. Tal equação consta na 
NBR 6118 (2014). 




duas treliças horizontais, uma na base e a outra no topo. A largura entre eixos das 
treliças verticais é 2,5 metros. Apresentam-se na Figura 42 os croquis desta passarela 
com a indicação dos perfis empregados, os quais são compostos pelo aço  
ASTM A-572 Grau 50, e pontos de fixação (pilar em concreto C30 conforme Figura 
41). A laje é similar à da passarela do caso anterior (Figura 38). 
 
 
Figura 41 – Pilar de apoio da Passarela 2 
 
Assume-se uma densidade de um pedestre por metro quadrado para as 
verificações. Considera-se a área disponível para tráfego de pedestres como  
2,5 x 60,0 m², ou seja, 150 pedestres distribuídos ao longo da passarela. 
Para a análise modal e dinâmica da Passarela 2, desenvolveu-se um 
modelo numérico no software SAP2000. As barras foram representadas por 
elementos frame, 244 ao todo, conforme propriedades geométricas dos perfis e do 
aço estrutural. A laje foi discretizada por elementos shell de maneira similar ao caso 
anterior. Já os pilares por elementos frame. As propriedades do aço ASTM A-572 Grau 
50 e para o concreto C30 já foram apresentados na Tabela 16. A base dos pilares foi 
considerada como um engaste, restringindo a translação e giro nas três direções 





   
(a) (b) (c) 
Figura 42 – Croqui da Passarela 2: vista lateral (a), vista superior (b) e  





A massa da estrutura totalizou totaliza 76396,1 kg, sendo 29896,1 kg 
referente à estrutura metálica, 39000 kg ao tabuleiro e 7500 kg aos pilares. Para a 
densidade de ocupação definida, tem-se uma massa adicional de 10500 kg referente 
aos pedestres15, ou seja, um acréscimo de aproximadamente 15% na massa da 
passarela (sem contabilizar os pilares). 
 
 
Figura 43 – Vista geral do modelo numérico da Passarela 2 
 
5.1.3 Passarela 3 
Neste caso, estuda-se uma passarela de concreto protendido com 37 
metros de vão livre denominada, a partir de agora, como “Passarela 3”. A Figura 44 
apresenta o croqui da passarela e pontos de apoio. Já a Figura 45 e a Figura 46 
apresentam a seção transversal e os pilares, respectivamente. A ligação entre 
superestrutura e mesoestrutura é rígida. Já o concreto da superestrutura é o C35 e o 
da mesoestrutura o C25. 
 
                                            





Figura 44 – Croqui da Passarela 3 
 
Figura 45 – Seção transversal da Passarela 3 
 
Figura 46 – Pilar de apoio da Passarela 3 
 
Assume-se uma densidade de um pedestre por metro quadrado para as 
verificações. Considera-se a área disponível para tráfego de pedestres como  
2,4 x 41,8 m², ou seja, 100 pedestres distribuídos ao longo da passarela. 
Para a análise modal e dinâmica da Passarela 3, desenvolveu-se um 
modelo numérico no software SAP2000. A estrutura foi discretizada por elementos 
frame, conforme propriedades geométricas da seção transversal dos elementos e dos 




Tabela 17. A base dos pilares foi considerada como um engaste, restringindo a 
translação e giro nas três direções principais. Na Figura 47 apresenta-se uma vista do 
modelo numérico desenvolvido. 
 






Concreto C25 2380016 2500 
Concreto C35 2816116 2500 
 
 
Figura 47 – Vista geral do modelo numérico da Passarela 3 
 
A massa da estrutura totalizou totaliza 98560,4 kg, sendo 77560,4 kg 
referente à superestrutura e 21000 kg ao pilares. Para a densidade de ocupação 
definida, tem-se uma massa adicional de 7000 kg referente aos pedestres17, ou seja, 
um acréscimo de aproximadamente 9% na massa da passarela (sem contabilizar os 
pilares). 
                                            
16 Considerou-se o módulo de elasticidade secante 𝐸𝑐𝑠 calculado a partir da equação  
𝐸𝑐𝑠 = 0,85 × 5600 × √𝑓𝑐𝑘, onde 𝑓𝑐𝑘 é a resistência à compressão característica. Tal equação consta na 
NBR 6118 (2014). 





5.2 Análise do conforto humano 
Para cada uma das passarelas descritas no tópico anterior é realizada 
análise do conforto humano conforme metodologia apresentada nessa pesquisa. 
5.2.1 Passarela 1 
A análise modal da Passarela 1 é realizada com e sem a adição da massa 
dos pedestres. Dentro das faixas de riscos, observou-se apenas o primeiro modo de 




Figura 48 – 1º modo de vibração vertical da Passarela 1 
 
Tabela 18 – Frequências naturais do modo de vibração crítico da Passarela 1 
Modo de vibração 
Frequência natural (Hz) 
Sem adição de massa Com adição de massa* 
Vibração vertical (1º) 4,43 4,05 





Dada a incerteza da influência da massa dos pedestres, a frequência 
natural do modo crítico pode ser qualquer valor compreendido no intervalo de 
frequências apresentadas na Tabela 18. O valor adotado será aquele que resulte em 
uma situação de ressonância crítica. 
Assim, verifica-se a possibilidade de ressonância do segundo harmônico 
da componente vertical do andar com o 1º modo de vibração vertical da passarela. 
Já a Tabela 19 apresenta a massa modal efetiva do modo de vibração 
crítico da Passarela 1. 
 
Tabela 19 – Massa modal efetiva do modo de vibração crítico Passarela 1 
Modo de vibração 
Massa modal efetiva (kg) 
Sem adição de massa Com adição de massa* 
Vibração vertical (1º) 21002,9 kg (63,3%) 25069,8 kg (63,5%) 
* 70 kg/m²   
 
A Passarela 1 será avaliada apenas para a situação de tráfego muito 
intenso  
(1 pedestre/m²), o que resulta em 90 pedestres distribuídos sobre a passarela O 
número de pedestres equivalente 𝑛𝑒𝑞 é: 
𝑛𝑒𝑞 = 1,85√𝑛 = 1,85√90 = 17,6 𝑝𝑒𝑑𝑒𝑠𝑡𝑟𝑒𝑠  
 
Dado o peso de um pedestre como 700 N, a carga estática distribuída no 




= 136,9 𝑁/𝑚² 
 
Apenas o segundo harmônico da componente vertical da solicitação 
dinâmica gerada pelo caminhar humano será considerado, uma vez que apenas este 
apresenta risco de ressonância com o modo de vibração crítico da Passarela 1. A 















1 1,0 pedestre/m² 4,05 
Ressonância do 2º harmônico 
com 1º modo de vibração vertical 
2 1,0 pedestre/m² 4,20 
Ressonância do 2º harmônico 
com 1º modo de vibração vertical 
 
A escolha da frequência de atividade foi feita considerando os limites da 
faixa de maior probabilidade de ressonância com o 2º harmônico da componente 
vertical, de 3,4 a 4,2 Hz, respectivamente, e os limites das faixas de frequência natural 
do modo de vibração crítico (Tabela 18). 
Nas situações 1 e 2 avalia-se a resposta dinâmica na ocorrência de 
ressonância do 2º harmônico da componente vertical com o 1º modo de vibração 
correspondente. 
Para cada uma das situações definidas, o modelo numérico foi ajustado de 
maneira que a frequência natural do modo de vibração de interesse sincronize com a 
frequência de atividade. Esse ajuste é realizado variando a massa referente aos 
pedestres, dentro da faixa considerada nas análises. Na Tabela 21 apresenta-se a 
massa adicionada para ajustar o modelo a cada uma das situações de verificação. 
 






Modo de interesse 
1 4,05 70,0 Vertical (1º) 
2 4,20 38,5 Vertical (1º) 
 
Para as verificações, especifica-se um nível de conforto médio. 
Como trata-se de uma passarela mista, adota-se uma taxa de 
amortecimento de 0,6%, conforme Tabela 13. 
Uma vez definidos os parâmetros necessários, procede-se a análise 
dinâmica da Passarela 1. A Figura 49 e a Figura 50 apresentam o gráfico da 
aceleração vertical em função do tempo no ponto de maior amplitude modal (neste 
caso, no meio do vão). Já a Tabela 22 apresenta os valores de pico verificados em 





Tabela 22 – Acelerações verticais de pico na Passarela 1 
Situação 






Figura 49 – Aceleração vertical versus tempo para Situação 1 (Passarela 1) 
 




Observa-se, em ambas situações, que a ressonância se estabelece entre 
10 e 15 segundos após início da ação do carregamento dinâmico. 
Para verificar os critérios de conforto humano na direção vertical, os pontos 
definidos pela frequência e aceleração de pico de cada situação analisada são 
plotados juntamente com tais critérios, conforme apresentado na Figura 51. Para a 
situação 1 e 2, verificam-se acelerações na faixa de conforto mínimo e intolerável, 
respectivamente, não satisfazendo o nível de conforto imposto (médio). As respostas 
também encontram-se acima dos limites das demais normas. 
 
 
Figura 51 – Verificação do conforto humano (direção vertical) na Passarela 1 
 
Assim, a ressonância entre o segundo harmônico da componente vertical 
da solicitação dinâmica gerada pelo caminhar humano e o primeiro modo de vibração 
vertical resulta em vibrações excessivas que ocasionam desconforto aos usuários, 
conforme os critérios estabelecidos. Dessa forma, deve-se implementar algum método 
para reduzir os níveis de vibração e atender o estado limite de serviço referente ao 




5.2.2 Passarela 2 
A análise modal da Passarela 2 é realizada com e sem a adição da massa 
dos pedestres. Dentro das faixas de riscos, observaram-se o primeiro modo de 
vibração transversal (Figura 52), longitudinal (Figura 53) e vertical (Figura 54) da 
passarela. Na Tabela 23 apresentam-se as frequências naturais calculadas. Observa-
se que os modos horizontais ocorrem devido à flexibilidade dos pilares. 
 
 
Figura 52 – 1º modo de vibração transversal da Passarela 2 
 
Figura 53 – 1º modo de vibração longitudinal da Passarela 2 
 






Tabela 23 – Frequências naturais do modo de vibração crítico da Passarela 2 
Modo de vibração 
Frequência natural (Hz) 
Sem adição de massa Com adição de massa* 
Vibração transversal (1º) 1,03 0,99 
Vibração longitudinal (1º) 1,31 1,22 
Vibração vertical (1º) 2,26 2,10 
* 70 kg/m²   
 
Dada a incerteza da influência da massa dos pedestres, a frequência 
natural de cada um dos modos pode ser qualquer valor compreendido no intervalo de 
frequências apresentadas na Tabela 23. O valor adotado será aquele que resulte em 
uma situação de ressonância crítica. 
Assim, verifica-se a possibilidade de ressonância do primeiro harmônico da 
componente transversal (Lock-in), longitudinal e vertical do andar com o 1º modo de 
vibração correspondente da passarela. 
Já a Tabela 24 apresenta a massa modal efetiva dos modos de vibração 
críticos da Passarela 2. 
 
Tabela 24 – Massa modal efetiva dos modos de vibração críticos Passarela 2 
Modo de vibração 
Massa modal efetiva (kg) 
Sem adição de massa Com adição de massa* 
Vibração transversal (1º) 64860,3 kg (84,9%) 74556,9 kg (85,8%) 
Vibração longitudinal (1º) 76396,1 kg (100,0%) 86896,1 kg (100,0%) 
Vibração vertical (1º) 50268,6 kg (65,8%) 57785,9 kg (66,5%) 
* 70 kg/m²   
 
A Passarela 2 será avaliada apenas para a situação de tráfego muito 
intenso  
(1 pedestre/m²), o que resulta em 150 pedestres distribuídos sobre a passarela O 
número de pedestres equivalente 𝑛𝑒𝑞 é: 





Dado o peso de um pedestre como 700 N, a carga estática distribuída no 




= 105,9 𝑁/𝑚² 
 
Todas as componentes da solicitação dinâmica gerada pelo caminhar 
humano serão consideradas (mas separadamente), uma vez que todas apresentam 
risco de ressonância com os modos de vibração críticos da Passarela 2. A Tabela 25 
apresenta as situações de verificação definidas. 
 







1 1,0 pedestre/m² 1,00 
Ressonância com 1º modo de 
vibração transversal 
2 1,0 pedestre/m² 1,31 
Ressonância com 1º modo de 
vibração longitudinal 
3 1,0 pedestre/m² 2,10 
Ressonância do 1º harmônico 
com 1º modo de vibração vertical 
 
A escolha da frequência de atividade foi feita considerando os limites das 
faixas de maior probabilidade de ressonância e os limites das faixas de frequência 
natural de cada modo crítico (Tabela 23). 
O modelo numérico foi ajustado de maneira que a frequência natural do 
modo de vibração de interesse sincronize com a frequência de atividade. Esse ajuste 
é realizado variando a massa referente aos pedestres, dentro da faixa considerada 
nas análises. Na Tabela 26 apresenta-se a massa adicionada para ajustar o modelo. 
 






Modo de interesse 
1 1,00 46,0 Transversal (1º) 
2 1,31 0,0 Longitudinal (1º) 
3 2,10 70,0 Vertical (1º) 
 




Como se trata de uma passarela mista, adota-se uma taxa de 
amortecimento de 0,6%, conforme Tabela 13. 
Uma vez definidos os parâmetros necessários, procede-se a análise 
dinâmica da Passarela 2. A Figura 55, Figura 56 e a Figura 57 apresentam o gráfico 
da aceleração em função do tempo no ponto de maior amplitude modal. Já a Tabela 
27 apresenta os valores de pico verificados em cada uma das situações. 
 
Tabela 27 – Acelerações de pico na Passarela 2 
Situação 
Aceleração de pico 
(mm/s²) 
Direção 
1 541 Transversal 
2 429 Longitudinal 









Figura 56 – Aceleração longitudinal versus tempo para Situação 2 (Passarela 2) 
 




Para verificar os critérios de conforto humano nas direções consideradas, 
os pontos definidos pela frequência e aceleração de pico de cada situação analisada 
são plotados juntamente com tais critérios, conforme apresentado na Figura 58 e 
Figura 59. Para as situações 1 e 2, verificaram-se acelerações na faixa de conforto 
mínimo e superior ao limite de ocorrência do Lock-in e ao limite das demais normas. 
Já para a situação 3, verificou-se acelerações na faixa de conforto intolerável, 
respectivamente, e acima dos limites das demais normas. 
Assim, a ressonância entre as componentes da solicitação dinâmica gerada 
pelo caminhar humano e os modos de vibração críticos da Passarela 2 resulta em 
vibrações excessivas que ocasionam desconforto aos usuários, conforme os critérios 
estabelecidos. Dessa forma, deve-se implementar algum método para reduzir os 




Figura 58 – Verificação do conforto humano (direções horizontais) na Passarela 2 
5.2.3 Passarela 3 
A análise modal da Passarela 3 é realizada com e sem a adição da massa 




de vibração transversal, longitudinal e vertical da passarela. Na Tabela 28 apresenta-
se as frequências naturais calculadas. 
 
 









Figura 61 – 1º modo de vibração longitudinal da Passarela 3 
 
Figura 62 – 1º modo de vibração vertical da Passarela 3 
 
Tabela 28 – Frequências naturais do modo de vibração crítico da Passarela 3 
Modo de vibração 
Frequência natural (Hz) 
Sem adição de massa Com adição de massa* 
Vibração transversal (1º) 1,43 1,37 
Vibração longitudinal (1º) 2,59 2,49 
Vibração vertical (1º) 2,77 2,65 
* 70 kg/m²   
 
Dada a incerteza da influência da massa dos pedestres, a frequência 
natural de cada um dos modos pode ser qualquer valor compreendido no intervalo de 
frequências apresentadas na Tabela 28. O valor adotado será aquele que resulte em 
uma situação de ressonância crítica. 
Assim, verifica-se que os modos horizontais estão fora da faixa de risco de 
ressonância. Já o modo vertical está dentro dessa faixa, mas para a faixa de 
frequências naturais possíveis, o coeficiente de minoração 𝜓, para ambos os 




referente ao conforto do usuário na Passarela 3 é satisfeito. Todavia, a fim de validar 
esta conclusão, será feita a análise dinâmica da estrutura. 
A Passarela 3 será avaliada apenas para a situação de tráfego muito 
intenso (1 pedestre/m²), o que resulta em 100 pedestres distribuídos sobre a passarela 
O número de pedestres equivalente 𝑛𝑒𝑞 é: 
𝑛𝑒𝑞 = 1,85√𝑛 = 1,85√100 = 18,5 𝑝𝑒𝑑𝑒𝑠𝑡𝑟𝑒𝑠  
Dado o peso de um pedestre como 700 N, a carga estática distribuída no 




= 129,1 𝑁/𝑚² 
 
Todas as componentes da solicitação dinâmica gerada pelo caminhar 
humano serão consideradas (mas separadamente). A Tabela 29 apresenta as 
situações de verificação definidas. 
 







1 1,0 pedestre/m² 1,00 Direção transversal 
2 1,0 pedestre/m² 2,10 Direção longitudinal 
3 1,0 pedestre/m² 2,10 Direção vertical 
 
As situações foram definidas selecionando a frequência de atividade, no 
intervalo sem minoração (𝜓 = 1,0), mais próxima da frequência natural. Por esse 
mesmo motivo, a análise dinâmica foi feita no modelo com adição da massa referentes 
aos pedestres.  
Para a verificação, especifica-se um nível de conforto médio. 
Como se trata de uma passarela de concreto protendido, adota-se uma 
taxa de amortecimento de 1,0%, conforme Tabela 13. 
Uma vez definidos os parâmetros necessários, procede-se a análise 
dinâmica da Passarela 3. A Tabela 30 apresenta os valores de pico verificados em 
cada uma das situações, os quais não correspondem a níveis que resultem em 




Tabela 30 – Acelerações de pico na Passarela 3 
Situação 
Aceleração de pico 
(mm/s²) 
Direção 
1 10 Transversal 
2 72 Longitudinal 
3 131 Vertical 
 
 
Figura 63 – Verificação do conforto humano (direções horizontais) na Passarela 3 
 
5.3 Medidas para atenuação das vibrações 
Conforme apresentado no tópico anterior, foram observadas vibrações 
excessivas que ocasionam desconforto aos usuários na Passarela 1 e 2. Dessa forma, 
deve-se implementar algum método para reduzir os níveis de aceleração e atender o 
estado limite de serviço referente ao conforto do usuário. Duas técnicas são utilizadas: 
 
 Enrijecimento estrutural 






Figura 64 – Verificação do conforto humano (direção vertical) na Passarela 3 
 
5.3.1 Passarela 1: alternativa 1 
A primeira alternativa proposta para reduzir os níveis de vibração da 
Passarela 1 consiste em enrijecer a estrutura e, consequentemente, aumentar a 
frequência natural do primeiro modo de vibração vertical a fim de afastar esta da 
frequência de atividade. Para indicar os fatores de maior significância na resposta, 
emprega-se uma análise fatorial fracionada 2𝐼𝑉
10−5 considerando os fatores e a faixa de 
variação dados na Tabela 31. Assim, são necessárias 32 respostas, neste caso 
frequências naturais. Estas foram obtidas do processamento de 32 modelos 
numéricos no software SAP2000, cada um conforme propriedades indicadas na 
Tabela 32. 
Para a análise, emprega-se o software Design-Expert 9 (STAT-EASE, 
2015). A Tabela 33 apresenta o “p-value” e a porcentagem de contribuição de cada 
um dos fatores. Valores de “p-value” inferiores a 0,05 indicam que o fator é 
significante. 
A Figura 65 mostra os resíduos conforme uma distribuição normal. Esta e 
a Figura 66 demonstram a aleatoriedade dos resíduos. Já a Figura 67 mostra a 




ensaios. Todas estas figuras atestam a significância do modelo obtido e, 
consequentemente, da análise realizada. 
 
Tabela 31 – Fatores e faixa de variação considerados para análise fatorial fracionada 
da Passarela 1 
Fator 
Faixa de variação 
- + 
A: Altura da treliça -25% +25% 
B: Módulo de elasticidade do Aço -15% +15% 
C: Momento de inércia das barra dos banzos -30% +30% 
D: Área das barras dos banzos -30% +30% 
E: Momento de inércia das barra dos montantes -30% +30% 
F: Área das barras dos montantes -30% +30% 
G: Momento de inércia das barra das diagonais -30% +30% 
H: Área das barras das diagonais -30% +30% 
J: Massa do deck 0 +30% 
K: Rigidez dos apoios Rotação livre Engaste 
 
“-“ e “+” referem-se ao limite inferior e superior da faixa de variação, respectivamente 
 
Dentre os fatores significantes, a análise mostrou que os fatores A, B, D, H 
e K tem efeito positivo. Ou seja, um acréscimo desse fator resulta em um acréscimo 
da resposta (frequência natural). Já o fator J, massa do deck, tem efeito negativo. Isto 
é o esperado conforme conceitos da Dinâmica das Estruturas (ver ANEXO A). 
Ao avaliar o acréscimo da área das barras dos banzos e das diagonais, não 
foi considerada o equivalente acréscimo de massa. Optou-se por fazer essa análise 
simplificadamente a partir de mais 4 modelos. A Tabela 34 apresenta a resposta obtida 
destes. Observa-se que a consideração do acréscimo de massa resulta em um 
decréscimo da frequência natural. Todavia, ainda assim, verifica-se um acréscimo da 
resposta. 
Assim, dado os fatores significantes para aumentar a frequência natural da 
Passarela 1, propõem-se as seguintes alterações: 
 
 Aumentar altura da treliça (fator A) de 2,70 metros para 3,00 metros 
 Alterar perfis do banzo (fator D) para W250x38,5 





Tabela 32 – Matriz de ensaio para análise fatorial fracionada da Passarela 1 
Ensaio A B C D E F G H J K Resp 
1 - + + - - + + - - + 3,63 
2 - - + - - - - + - - 2,99 
3 - + - + + + + - + - 3,64 
4 - - - - + + - - - - 2,87 
5 - + - + - + - + - + 4,48 
6 - + - - + - + + - + 3,73 
7 - + + - + + - + + - 3,17 
8 - - + - + - + - + + 2,88 
9 - + - - - - - - + - 2,97 
10 - + + + + - - - - + 4,28 
11 - - - + + - - + + + 3,51 
12 - + + + - - + + + - 3,89 
13 - - + + - + - - + + 3,32 
14 - - + + + + + + - - 3,77 
15 - - - - - + + + + + 2,90 
16 - - - + - - + - - - 3,44 
17 + - + - - + + - + - 3,62 
18 + - + - + + - + - + 4,50 
19 + - - + + + + - - + 4,67 
20 + + - + - - + - + + 4,74 
21 + - - - - - - - - + 4,01 
22 + + - - + + - - + + 4,30 
23 + + + - - - - + + + 4,59 
24 + + + + + + + + + + 5,46 
25 + + - - - + + + - - 5,00 
26 + - - - + - + + + - 3,84 
27 + + + + - + - - - - 5,32 
28 + - + + + - - - + - 4,11 
29 + - - + - + - + + - 4,60 
30 + + + - + - + - - - 4,61 
31 + - + + - - + + - + 5,08 




Tabela 33 – Fatores e faixa de variação considerados para análise fatorial fracionada 





A: Altura da treliça < 0,0001 55,11 Significante 
B: Módulo de elasticidade do aço < 0,0001 14,07 Significante 
C: Momento de inércia das barra dos banzos 0,3355 0,09  
D: Área das barras dos banzos < 0,0001 17,20 Significante 
E: Momento de inércia das barra dos montantes 0,4799 0,05  
F: Área das barras dos montantes 0,2987 0,10  
G: Momento de inércia das barra das diagonais 0,8953 ~ 0,00  
H: Área das barras das diagonais < 0,0001 3,73 Significante 
J: Massa do deck < 0,0001 6,86 Significante 
K: Rigidez dos apoios 0,0036 0,95 Significante 
 
Tabela 34 – Avaliação do acréscimo de área e massa das barras do banzo e diagonal 
na frequência natural da Passarela 1 
Elemento 
Frequência natural (Hz) 
Sem alterações +30% área +30% área e massa 
Banzo 4,43 4,74 (+7,0%) 4,65 (+5,0%) 
Diagonal 4,43 4,54 (+2,5%) 4,52 (+2,0%) 
 
 






Figura 66 – Distribuição aleatória dos resíduos (Passarela 1) 
 
 
Figura 67 – Comparação entre modelo e valores reais (Passarela 1) 
 
O módulo de elasticidade do aço (fator B) é uma propriedade intrínseca do 
material e, assim, não pode ser alterada. Todavia, a análise é útil para demonstrar a 
importância desse fator no cálculo da frequência natural. 
Já a rigidez do apoio (fator K) é definida conforme flexibilidade dos apoios 




Com as alterações propostas, as frequências naturais do primeiro modo de 
vibração vertical passaram para os valores dados na Tabela 35. 
 
Tabela 35 – Frequências naturais do modo de vibração crítico da Passarela 1 após 
enrijecimento da estrutura 
Modo de vibração 
Frequência natural (Hz) 
Sem adição de massa Com adição de massa* 
Vibração vertical (1º) 5,06 4,62 
* 70 kg/m²   
 
Verificam-se que esses valores encontram-se fora da faixa definida como 
crítica. Dessa forma, a Passarela 1, após as alterações propostas, atende ao estado 
limite de serviço referente ao conforto do usuário. 
Destaca-se que a solução proposta resulta em um consumo adicional de 
aproximadamente 1601,9 kg de aço estrutural. 
5.3.2 Passarela 1: alternativa 2 
A segunda alternativa para a Passarela 1 é implementar um AMS18 de ação 
vertical com o intuito de aumentar o amortecimento estrutural e, consequentemente, 
diminuir os níveis de vibração. Para isso, o dispositivo deve ser instalado no ponto de 
maior amplitude modal. Nesse caso, na metade do vão. 
Dada a variação da frequência natural da estrutura em função da massa 
dos pedestres, opta-se por dimensionar o AMS considerando a frequência natural 
situada na metade da faixa de variação apresentada na Tabela 18, neste caso 4,24 
Hz. Para isto, a massa adicional referente aos pedestres deve ser de 32,2 kg/m², o 
que resulta em uma massa modal de 22873,4 kg. 
A fim de avaliar a eficácia do AMS, definiram-se cinco razões de massa 𝜇. 
Na  
Tabela 36 são dadas as propriedades dos AMSs a serem implementados 
na Passarela 1. Os parâmetros 𝑓𝑜𝑡 e 𝜉𝑇,𝑜𝑡 foram determinados a partir da rotina 
desenvolvida e 𝑘𝑇 e 𝑐𝑇 a partir das equações a seguir: 
 
                                            




 𝑘𝑇 = 𝑓𝑜𝑡
2𝜔𝐻
2 𝑚𝑇 (49) 
 𝑐𝑇 = 2 𝜉𝑇,𝑜𝑡 𝑚𝑇 𝑓𝑜𝑡 𝜔𝐻 (50) 
 
Tabela 36 – Propriedades dos AMSs a serem implementados (Passarela 1) 
AMS 𝜇 





[kN.s/m] Calculada Adotada 
1 0,010 228,7 230,0 0,9892 0,0617 159,7 0,748 
2 0,015 343,0 345,0 0,9842 0,0753 237,2 1,362 
3 0,020 457,5 460,0 0,9792 0,0870 313,0 2,088 
4 0,025 571,8 570,0 0,9743 0,0967 384,0 2,861 
5 0,030 686,2 685,0 0,9694 0,1053 456,9 3,726 
 
A Tabela 37 apresenta as frequências naturais após à instalação do AMS. 
Conforme definido teoricamente, tem-se um valor inferior e outro superior ao valor 
anterior à instalação do dispositivo. Já a Tabela 38 apresenta a aceleração vertical de 
pico da resposta periódica verificada para cada um dos casos. A frequência de 
atividade foi definida igual à frequência natural. Assim, para cada caso, duas 
frequências de atividades foram consideradas, inferior e superior. 
Avalia-se o comportamento dinâmico da passarela “vazia” e com massa 
adicional referente à densidade de ocupação (70 kg/m²). Devido à variação da massa 
modal, ocorre também uma variação dos parâmetros ótimos do AMS. A Tabela 39 e 
a Tabela 40 apresentam os parâmetros ótimos e a variação com relação aos valores 
adotados para a Passarela 1 nos dois casos extremos abordados. 
 
Tabela 37 – Frequências naturais após instalação do AMS (Passarela 1 c/ massa 
adicional de 32,2 kg/m²) 
AMS 
Frequência natural [Hz] 
Inferior Superior 
1 3,93 4,50 
2 3,85 4,56 
3 3,79 4,60 
4 3,73 4,63 





Tabela 38 – Acelerações verticais de pico após instalação do AMS (Passarela 1 c/ 




1 412 117 
2 337 39 
3 292 0 
4 240 0 
5 182 0 
 
Tabela 39 – Parâmetros ótimos do AMS (Passarela 1 sem massa adicional) 





1 0,0110 0,9882 0,0649 174,0 (+8,94%) 0,821 (+9,79%) 
2 0,0164 0,9828 0,0789 258,2 (+8,85%) 1,489 (+9,32%) 
3 0,0219 0,9773 0,0908 340,4 (+8,74%) 2,272 (+8,83%) 
4 0,0271 0,9722 0,1007 417,4 (+8,69%) 3,107 (+8,57%) 
5 0,0326 0,9669 0,1096 496,2 (+8,60%) 4,041 (+8,47%) 
 
Tabela 40 – Parâmetros ótimos do AMS (Passarela 1 c/ massa adicional de 70 kg/m²) 





1 0,0092 0,9900 0,0594 146,0 (-8,61%) 0,688 (-7,97%) 
2 0,0138 0,9854 0,0722 216,9 (-8,54%) 1,249 (-8,30%) 
3 0,0183 0,9809 0,0834 286,6 (-8,44%) 1,915 (-8,27%) 
4 0,0227 0,9765 0,0919 352,0 (-8,35%) 2,603 (-9,02%) 
5 0,0273 0,9720 0,1006 419,1 (-8,27%) 3,409 (-8,50%) 
 
As tabelas na sequência apresentam a frequência natural e as acelerações 





Tabela 41 – Frequências naturais após instalação do AMS (Passarela 1 sem massa 
adicional) 
AMS 
Frequência natural [Hz] 
Inferior Superior 
1 3,98 4,64 
2 3,91 4,69 
3 3,84 4,74 
4 3,78 4,77 
5 3,73 4,80 
 





1 282 0 
2 247 0 
3 221 0 
4 203 0 
5 188 0 
 
Tabela 43 – Frequências naturais após instalação do AMS (Passarela 1 c/ massa 
adicional de 70 kg/m²) 
AMS 
Frequência natural [Hz] 
Inferior Superior 
1 3,84 4,40 
2 3,77 4,44 
3 3,71 4,47 
4 3,66 4,50 






Tabela 44 – Acelerações verticais de pico após instalação do AMS (Passarela 1 c/ 




1 646 146 
2 492 107 
3 402 81 
4 348 59 
5 306 39 
 
Observa-se que quanto maior a massa do AMS, menores são os níveis de 
vibração. Conforme esperado, verifica-se uma redução das frequências naturais 
quando adiciona-se a massa referente aos pedestres. Observa-se também que as 
maiores acelerações ocorrem quando é considerada uma massa adicional de  
70 kg/m². Isto porque os parâmetros adotados para o AMS são inferiores aos valores 
ótimos para esta situação, conforme indica a Tabela 40. 
A adoção de uma frequência situada na metade da faixa de variação da 
frequência natural mostrou-se válida, uma vez que os parâmetros ótimos das 
situações extremas não diferiram em mais de 10% dos valores adotados. 
Analisando os resultados obtidos, opta-se pelo AMS 2. Para este, a máxima 
aceleração vertical da resposta periódica é de 492 mm/s². A Figura 68 apresenta o 
gráfico de aceleração versus tempo desse caso e, para fins de comparação, a máxima 
resposta sem AMS (situação 2). Já a Figura 69 apresenta a verificação do conforto 
humano. Verifica-se que a resposta com o AMS encontra-se na faixa de conforto 
máximo. Dessa forma, assume-se que a Passarela 1, após a instalação do AMS, 
atende ao estado limite de serviço referente ao conforto do usuário. Observa-se 
também que, com exceção da norma ISO 10137, todas as demais são satisfeitas. 
Para a especificação da mola e do amortecedor que compõem o AMS, é 
preciso também conhecer o deslocamento e velocidade relativa entre o dispositivo de 
amortecimento e a estrutura. A Figura 70 apresenta estas grandezas ao longo do 
tempo. Observa-se um deslocamento relativo máximo de 3,23 mm e uma velocidade 





Figura 68 – Aceleração versus tempo para Passarela 1 com e sem AMS (linha 
amarela e azul, respectivamente) 
 
 
Figura 69 – Verificação do conforto humano (direção vertical) na Passarela 1 após 





Figura 70 – Deslocamento relativo (linha azul) e velocidade relativa (linha amarela) 
versus tempo do AMS da Passarela 1 
 
A Figura 71 apresenta uma sugestão de detalhamento do AMS 
dimensionado. Ao todo, o dispositivo é composto por uma massa sustentada por 
quatro molas associados em série19 e um amortecedor viscoso. Dessa forma, cada 
mola deve ter constante elástica igual a 59,3 kN/m, a fim de totalizar os 237,2 kN/m 
necessários, e deve suportar a força de tração e compressão decorrente do 
alongamento e encurtamento devido ao deslocamento relativo entre o AMS e a 
estrutura. Estas devem estar conectadas em estrutura auxiliar fixada na estrutura 
principal. O amortecedor deve ter 1,362 kN.s/m de amortecimento e deve suportar a 
força de amortecimento decorrente da velocidade relativa entre o AMS e a estrutura. 
Este é fixado na metade da viga do tabuleiro. Conforme definido anteriormente o 
dispositivo deve ser instalado na metade do vão da passarela. A massa de 345,0 kg 
é composta por chapas de aço20 de 1/2”. Deve-se garantir que o deslocamento relativo 
                                            
19 Para associação de molas em série, a constante elástica equivalente é igual ao 
somatório da constante elástica de cada mola. 




máximo entre AMS e estrutura é possível de ocorrer fisicamente. Por fim, ressalta-se 
que as propriedades requeridas para as molas e o amortecedor, bem como as 
dimensões propostas, condizem com as opções disponíveis no mercado. Todavia, 









5.3.3 Passarela 2 
Na Passarela 2, opta-se por enrijecer os pilares a fim de aumentar a 
frequência natural dos modos horizontais e implementar um AMS para atenuar as 
vibrações verticais. 
Uma vez que os modos horizontais são decorrentes da flexibilidade dos 
pilares, opta-se por aumentar as dimensões da seção transversal deste elemento. A 
Tabela 45 apresenta as frequências naturais dos modos definidos como críticos, 
considerando pilares quadrados com 60 centímetros de lado. 
 
Tabela 45 – Frequências naturais do modo de vibração crítico da Passarela 2 
Modo de vibração 
Frequência natural (Hz) 
Sem adição de massa Com adição de massa* 
Vibração transversal (1º) 1,31 1,24 
Vibração longitudinal (1º) 2,61 2,45 
Vibração vertical (1º) 2,29 2,13 
* 70 kg/m²   
 
Com a alteração proposta, observa-se que a frequência natural dos modos 
horizontais encontra-se fora da faixa de risco. Assim, o estado limite de serviço 
referente ao conforto do usuário nessas direções é satisfeito. Para validar essa 
conclusão, é feita a análise dinâmica da Passarela 2 nas situações apresentadas na 
Tabela 46. Estas foram definidas selecionando a frequência de atividade, no intervalo 
sem minoração (𝜓 = 1,0), mais próxima da frequência natural. Por esse mesmo 
motivo, a análise dinâmica foi feita no modelo com adição da massa referentes aos 
pedestres. Na Tabela 47 apresentam-se os valores de pico observados, os quais não 
correspondem a níveis que resultem em desconforto aos usuários, conforme 
apresenta a Figura 72. 
 







1 1,0 pedestre/m² 1,00 Direção transversal 





Tabela 47 – Acelerações de pico na Passarela 2 após enrijecimento dos pilares 
Situação 
Aceleração de pico 
(mm/s²) 
Direção 
1 35 Transversal 
2 107 Longitudinal 
 
 
Figura 72 – Verificação do conforto humano (direções horizontais) na Passarela 2 
após enrijecimento dos pilares 
 
Com o enrijecimento dos pilares, observa-se também um pequeno 
acréscimo da frequência do modo vertical. Esses novos valores serão utilizados para 
o dimensionamento do AMS. 
Destaca-se que essa medida resulta em um consumo adicional de 
aproximadamente 1,8 m³ de concreto. 
Para atenuar das vibrações verticais, implementa-se um AMS21, o qual 
deve ser instalado no ponto de maior amplitude modal. Nesse caso, na metade do 
vão. 
                                            




Dada a variação da frequência natural da estrutura em função da massa 
dos pedestres, opta-se por dimensionar o AMS considerando a frequência natural 
situada na metade da faixa de variação apresentada na Tabela 45, neste caso 2,21 
Hz. Para isto, a massa adicional referente aos pedestres deve ser de 34,0 kg/m², o 
que resulta em uma massa modal de 55106,2 kg. 
A fim de avaliar a eficácia do AMS, definiram-se quatro razões de massa 𝜇. 
Na Tabela 48 são dadas as propriedades dos AMSs a serem implementados na 
Passarela 2. Os parâmetros 𝑓𝑜𝑡 e 𝜉𝑇,𝑜𝑡 foram determinados a partir da rotina 
desenvolvida e 𝑘𝑇 e 𝑐𝑇 a partir das equações (49) e (50). 
 
Tabela 48 – Propriedades dos AMSs a serem implementados (Passarela 2) 
AMS 𝜇 





[kN.s/m] Calculada Adotada 
1 0,020 1102,1 1100,0 0,9792 0,0870 203,4 2,602 
2 0,030 1653,2 1650,0 0,9694 0,1053 299,0 4,678 
3 0,040 2204,2 2200,0 0,9599 0,1213 390,9 7,114 
4 0,050 2755,3 2755,0 0,9506 0,1348 480,0 9,804 
 
A Tabela 49 apresenta as frequências naturais após a instalação do AMS. 
Conforme definido teoricamente, tem-se um valor inferior e outro superior ao valor 
anterior à instalação do dispositivo. Já a Tabela 50 apresenta a aceleração vertical de 
pico da resposta periódica verificada para cada um dos casos. A frequência de 
atividade foi definida igual à frequência natural. Assim, para cada caso, duas 
frequências de atividades foram consideradas, inferior e superior. 
Avalia-se o comportamento dinâmico da passarela “vazia” e com massa 
adicional referente à densidade de ocupação (70 kg/m²). Devido à variação da massa 
modal, ocorre também uma variação dos parâmetros ótimos do AMS. A Tabela 51 e 
a Tabela 52 apresentam os parâmetros ótimos e a variação com relação aos valores 








Tabela 49 – Frequências naturais após instalação do AMS (Passarela 2 c/ massa 
adicional de 34,0 kg/m²) 
AMS 
Frequência natural [Hz] 
Inferior Superior 
1 1,99 2,39 
2 1,94 2,42 
3 1,89 2,45 
4 1,85 2,47 
 
Tabela 50 – Acelerações verticais de pico após instalação do AMS (Passarela 2 c/ 




1 703 0 
2 573 0 
3 484 0 
4 426 0 
 
Tabela 51 – Parâmetros ótimos do AMS (Passarela 2 sem massa adicional) 





1 0,0214 0,9778 0,0894 217,7 (+7,06%) 2,767 (+6,33%) 
2 0,0320 0,9675 0,1085 319,8 (+6,95%) 4,984 (+6,56%) 
3 0,0427 0,9574 0,1251 417,5 (+6,81%) 7,583 (+6,59%) 
4 0,0535 0,9473 0,1393 511,8 (+6,63%) 10,462 (+6,71%) 
 
Tabela 52 – Parâmetros ótimos do AMS (Passarela 2 c/ massa adicional de 70 kg/m²) 





1 0,0186 0,9806 0,0836 189,5 (-6,84%) 2,414 (-7,25%) 
2 0,0280 0,9714 0,1020 278,9 (-6,73%) 4,376 (-6,45%) 
3 0,0373 0,9624 0,1172 365,0 (-6,62%) 6,642 (-6,64%) 




As tabelas na sequência apresentam a frequência natural e as acelerações 
verticais de pico na Passarela 1 “vazia” e com massa adicional de 70 kg/m² 
 
Tabela 53 – Frequências naturais após instalação do AMS (Passarela 2 sem massa 
adicional) 
AMS 
Frequência natural [Hz] 
Inferior Superior 
1 2,01 2,45 
2 1,96 2,49 
3 1,91 2,51 
4 1,87 2,54 
 





1 553 0 
2 471 0 
3 411 0 
4 334 0 
 
Tabela 55 – Frequências naturais após instalação do AMS (Passarela 2 c/ massa 
adicional de 70 kg/m²) 
AMS 
Frequência natural [Hz] 
Inferior Superior 
1 1,96 2,34 
2 1,91 2,37 
3 1,87 2,40 
4 1,83 2,41 
 
Observa-se que quanto maior a massa do AMS, menores são os níveis de 
vibração. Esse fato não foi observado apenas para o AMS caso 4 para a passarela 
com massa adicional de 70 kg/m² (Tabela 56). Conforme esperado, verifica-se uma 




pedestres. Observa-se também que as maiores acelerações ocorrem quando é 
considerada uma massa adicional de 70 kg/m². Isto porque os parâmetros adotados 
para o AMS são inferiores aos valores ótimos para esta situação, conforme indica a 
Tabela 52. 
 
Tabela 56 – Acelerações verticais de pico após instalação do AMS (Passarela 2 c/ 




1 906 0 
2 699 0 
3 499 0 
4 501 0 
 
A adoção de uma frequência situada na metade da faixa de variação da 
frequência natural mostrou-se válida, uma vez que os parâmetros ótimos das 
situações extremas não diferiram em mais de 7,5% dos valores adotados. 
Analisando os resultados obtidos, opta-se pelo AMS 2. Para este, a máxima 
aceleração vertical da resposta periódica é de 699 mm/s². A Figura 73 apresenta o 
gráfico de aceleração versus tempo desse caso e, para fins de comparação, a 
resposta sem AMS. 
Já a Figura 74 apresenta a verificação do conforto humano. Verifica-se que 
a resposta com o AMS encontra-se na faixa de conforto médio. Dessa forma, assume-
se que a Passarela 2, após a instalação do AMS, atende ao estado limite de serviço 
referente ao conforto do usuário. Observa-se também que as normas CEB, Ontario 
Code e ISO 10137 não são satisfeitas. 
Para a especificação da mola e do amortecedor que compõem o AMS, é 
preciso também conhecer o deslocamento e velocidade relativa entre o dispositivo de 
amortecimento e a estrutura. A Figura 75 apresenta estas grandezas ao longo do 
tempo. Observa-se um deslocamento relativo máximo de 13,61 mm e uma velocidade 
relativa máxima de 163,5 mm/s. Para detalhamento do dispositivo sugere-se seguir a 
mesma linha do dispositivo apresentado na Figura 71. Ressalta-se que a instalação 






Figura 73 – Aceleração versus tempo para Passarela 2 com e sem AMS (linha 
amarela e azul, respectivamente) 
 
 
Figura 74 – Verificação do conforto humano (direção vertical) na Passarela 2 após 





Figura 75 – Deslocamento relativo (linha azul) e velocidade relativa (linha amarela) 








Neste trabalho, buscou-se evidenciar a importância da análise dinâmica em 
passarelas. Primeiro porque são estruturas com frequências naturais próximas a 
frequência da atividade para a qual se destinam: o andar humano. Ou seja, passarelas 
estão sujeitas a situações de ressonância. E a ocorrência desse fenômeno desperta 
ainda mais preocupação devido à baixa taxa de amortecimento das mesmas. Por 
exemplo, passarelas metálicas tem taxa de amortecimento médio de 0,4%, conforme 
já observado experimentalmente. Assim, a amplificação dos deslocamentos estáticos 
será maior. 
Dado essas premissas, estudou-se a solicitação dinâmica decorrente do 
caminhar humano, as propriedades dinâmicas das passarelas e os limites de conforto 
humano. Ou seja, avaliou-se a fonte, o meio de propagação e os receptores das 
vibrações. 
Sobre o caminhar humano, ressalta-se que esta atividade gera uma 
solicitação com componente nas três direções principais. Embora a vertical seja a de 
maior intensidade, as componentes horizontais também são significativas conforme 
as características da passarela. Outros aspectos importantes é o efeito de multidão e 
o fenômeno do Lock-in. 
Já as propriedades dinâmicas de interesse são a frequência natural e a 
taxa de amortecimento. A primeira pode ser obtida por modelos numéricos e a 
segunda por recomendações bibliográficas. Todavia, a maneira ideal e precisa de 
obtenção dessas propriedades é por ensaios dinâmicos. Além disso, os dados 
experimentais possibilitam calibrar um modelo numérico para as análises necessárias. 
O conforto humano já é estudado a quase um século. Ao longo desse 
período, normas técnicas e manuais especificaram limites de conforto em termos de 
aceleração de pico em função da frequência. Algumas mais completas, com limites 
para a direção vertical e níveis de conforto. 
A partir dos conceitos estudados definiu-se, atendendo ao primeiro objetivo 
dessa pesquisa, uma metodologia para análise do conforto humano em passarelas 
devido às vibrações decorrentes do caminhar dos pedestres. Esta foi utilizada para a 




fluxograma definido, o método mostrou-se de fácil utilização e de fácil interpretação 
dos resultados. 
Para quando os níveis de vibração ultrapassam os limites de conforto 
definidos, medidas para atenuar a aceleração devem ser implementadas. Nesse 
trabalho, deu-se ênfase para as seguintes: enrijecimento estrutural e instalação de 
AMS. 
A primeira alternativa tem por objetivo aumentar a frequência natural da 
estrutura e assim distanciar essa da frequência da atividade. Dessa forma a 
probabilidade de ocorrência da ressonância é reduzida. Em função dos diversos 
fatores que influem na frequência natural, a metodologia proposta consiste em realizar 
uma análise fatorial fracionada a fim de identificar os fatores com maior significância. 
Com isso é possível ser mais eficaz nas alterações estruturais necessárias. Dentro do 
mesmo contexto, essa técnica também pode ser utilizada para melhorar a eficácia na 
calibração das frequências naturais de modelos numéricos. 
Já a outra alternativa consiste em adicionar amortecimento na estrutura e 
reduzir os níveis de vibração na ressonância. O AMS é um dispositivo de atenuação 
de vibração de ação passiva já que seu funcionamento está condicionado a própria 
movimentação da estrutura, não sendo necessária fonte de energia externa. É de fácil 
instalação e manutenção e tem eficácia comprovada na prática. No trabalho é 
apresentado uma revisão completa da teoria que rege o dimensionamento desse 
dispositivo. Para dimensionamento, a metodologia proposta tem o devido cuidado de 
analisar a variação da frequência natural da passarela devido a massa dos pedestres. 
Assim, alguns cenários são analisados buscando-se o dimensionamento ótimo em 
uma situação crítica. 
A metodologia proposta para o enrijecimento estrutural e instalação de 
AMS atende os outros dois objetivos desse trabalho. Suas viabilidades foram 
atestadas pelos estudos de caso apresentados, nos quais conseguiu-se atenuar de 
maneira satisfatória a resposta dinâmica. 
O enrijecimento estrutural é uma solução que se adequa melhor na fase de 
projeto. Alterar a altura e as barras da treliça da Passarela 1 seria inviável caso esta 
já estivesse construída. Todavia, algumas intervenções podem ser executadas, como 
o aumento da seção do pilar da Passarela 2. Os custos relativos a esse método estão 




Já o AMS é uma técnica que pode ser adotada tanto para passarelas na 
etapa de projeto ou já construídas. Independente, requer ensaios para eficaz 
calibração do dispositivo. Os custos relativos a esse método estão relacionados ao 
desenvolvimento do AMS e aos ensaios de calibração e manutenção. Pela natureza, 
tende a ser mais oneroso que a outra solução. Todavia, por questões estruturais e 
arquitetônicas, pode ser mais conveniente que o enrijecimento estrutural. 
Para complementar as conclusões desse trabalho, seguem alguns 
comentários gerais abaixo: 
 
 As análises realizadas buscaram sempre avaliar as situações mais 
críticas, uma vez que considerou-se uma faixa de frequências naturais 
cujos limites são as frequências com e sem a massa dos pedestres. 
 A rigidez dos apoios deve sempre ser considerada nos modelos. A 
flexibilidade dos pilares e, em alguns casos, até mesmo das fundações 
(estacas em solos moles) influem significativamente nas frequências 
naturais. Esse fato salienta a importância de ensaios dinâmicos. 
 Nos casos da Passarela 1 e 2 observaram-se acelerações altíssimas, de 
até cerca de 8200 mm/s². Ressalta-se que na prática, essas acelerações 
não ocorreriam, uma vez que os pedestres interromperiam o movimento 
em função do desconforto. 
 Um AMS pode ser facilmente construído, conforme demonstrado no 
detalhamento do AMS da Passarela 1. A massa pode ser de qualquer 
material, de preferência os de alta massa específica para reduzir o 
volume. Molas e amortecedores com propriedades na faixa de valores 
para construir um AMS são encontrados comercialmente. Porém, devido 
a sensibilidade desses dispositivos, ensaios dinâmicos antes e depois 
da instalação devem ser realizadas para garantir o correto 
dimensionamento e calibração. 
 
6.1 Sugestões para trabalhos futuros 
 Realizar estudos semelhantes complementando com dados obtidos de 




 Estudar dispositivos de atenuação semi-ativo cujos parâmetros se 
adequam conforme variação da frequência natural ocasionada pela 
massa dos pedestres e se esta seria uma medida para reduzir a massa 
do amortecedor. Posteriormente expandir a pesquisa para diferentes 
estruturas com diferentes solicitações. 
 Avaliar a quantidade de energia gerada pelo movimento da massa do 
AMS com o intuito de converte-la para energia elétrica para fins de uso. 
Por exemplo, utilizar essa energia para a iluminação da passarela. 
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ANEXO A: Conceitos da dinâmica das estruturas 
Apresenta-se a seguir uma breve revisão dos principais conceitos da 
dinâmica das estruturas, os quais são de fundamental importância para o 
entendimento da teoria abordada nessa pesquisa. As referências bibliográficas 
utilizadas nessa seção foram: Paz e Leigh (2004) e Paultre (2011). 
 
A.1: Sistema com um grau de liberdade 
Um sistema com apenas um grau de liberdade é aquele que tem sua 
posição definida a qualquer instante por uma única coordenada. Este tipo de sistema 
pode ser representado pelo esquema dado na Figura 76. 
 
 
Figura 76 - Sistema com um grau de liberdade 
 
A massa 𝑚 representa a inércia do sistema, a mola 𝑘 representa suas 
propriedades elásticas, o amortecedor viscoso 𝑐 representa o mecanismo de 
dissipação de energia e 𝑃(𝑡) é a força aplicada. A força elástica é proporcional ao 
deslocamento e força de amortecimento é proporcional à velocidade do sistema. Esse 
sistema só pode movimentar-se na horizontal, dessa forma, a posição da massa 𝑚 a 
qualquer momento é dada pela variável 𝑢(𝑡). Assim, podemos caracterizar esse 
sistema como um sistema de um grau de liberdade. 
De forma geral, define-se como número de graus de liberdade o número de 
coordenadas independentes necessárias para se definir de forma inequívoca as 
posições de todas as massas do sistema, em qualquer instante 𝑡. Uma estrutura 




e selecionado graus de liberdade relevantes, pode-se reduzir um sistema de infinitos 
graus de liberdade, a um sistema com um número finito de graus de liberdade. Em 
certas situações pode-se chegar a um modelo de um grau de liberdade, conforme o 
modelo idealizado acima. 
A formulação para um sistema de um grau de liberdade pode ser obtido 
analisando o diagrama de corpo livre do sistema (Figura 77) e considerando o 
equilíbrio dinâmico das forças. Dessa forma, tem-se que a equação diferencial do 
movimento desse sistema é: 
 𝑚?̈?(𝑡) + 𝑐?̇?(𝑡) + 𝑘𝑢(𝑡) = 𝑃(𝑡) (51) 
 
 
Figura 77 - Diagrama de corpo livre de um sistema de um grau de liberdade 
 
Na equação diferencial acima, ?̇? e ?̈? são, respectivamente, a velocidade e 
a aceleração. 
 
A.2: Vibração livre 
Quando da existência do termo 𝑃(𝑡), que representa o carregamento 
externo atuante no sistema, é dito que o sistema está em vibração forçada. Quando 
não há carregamento externo, é dito que este sistema está em vibração livre. 
Para o caso de vibração livre, a equação diferencial de movimento do 
sistema é reduzida para: 
 𝑚?̈?(𝑡) + 𝑐?̇?(𝑡) + 𝑘𝑢(𝑡) = 0 (52) 
 
Os seguintes parâmetros são empregados quando se estuda a dinâmica 
das estruturas: 
 𝜔 = √
𝑘
𝑚




 𝑐, coeficiente de amortecimento; 
 𝑐𝑐𝑟 = 2𝑚𝜔𝑛 =
2𝑘
𝜔𝑛




, taxa de amortecimento da estrutura. 
 
Dividindo a equação diferencial de movimento do sistema em vibração livre 
por 𝑚 e substituindo os parâmetros na equação, tem-se: 
 ?̈?(𝑡) + 2𝜔𝜉?̇?(𝑡) + 𝜔2 𝑢(𝑡) = 0 (53) 
 
Tal equação tem solução da forma: 
 𝑢(𝑡) = 𝐶𝑒𝑠𝑡 (54) 
 
Substituindo-se esta solução na equação diferencial chega-se à equação 
característica: 
 𝑠2 + 2𝜔𝜉𝑠 + 𝜔2 = 0 (55) 
A.2.1: Sistema sem amortecimento 
Para um sistema sem amortecimento, ou seja, 𝜉 = 0, tem-se: 
 𝑠2 + 𝜔2 = 0 (56) 
 
As raízes da Equação (56) são: 
 𝑠 = ∓𝑖𝜔 ,     𝑖 = √−1 (57) 
 
Assim, a solução geral da Equação (53) para 𝜉 = 0 é: 




Da fórmula de Euler, sabe-se que 𝑒∓𝑖𝜃 = cos 𝜃 ∓ 𝑖 sen 𝜃. Utilizando-se essa 
relação e definindo-se duas novas constantes 𝐴 e 𝐵, tem-se: 





As constantes 𝐴 e 𝐵 podem ser determinadas a partir das condições iniciais 
do movimento: deslocamento e velocidade iniciais, 𝑢(0) e  ?̇?(0), respectivamente. 
Assim, tem-se: 





Outra representação da Equação (59) é obtida impondo 𝐴 = 𝑢0 cos 𝜃 e 𝐵 =
𝑢0 sen 𝜃. Substituindo esses termos na Equação (59) e procedendo o desenvolvimento 
matemático, tem-se: 
 𝑢(𝑡) = 𝑢0 cos(𝜔𝑛𝑡 − 𝜃) (61) 
 
Onde 𝑢0 é a amplitude do movimento e 𝜃 é o ângulo de fase. Esses termos 
podem ser calculados pelas seguintes expressões: 
 𝑢0 = √𝐴2 + 𝐵2 (62) 





A resposta de um sistema sem amortecimento submetido à vibração livre é 









Conforme apresentado na Figura 78 e nas Equações (53) e (61), um 
sistema não amortecido submetido à vibração livre irá vibrar indefinidamente conforme 
uma função harmônica de frequência angular 𝜔. Daí vem o nome desse parâmetro, já 
apresentado anteriormente. Já o período do movimento, intervalo de tempo que o 
sistema leva para complementar um ciclo, é, nesse caso, denominado como período 




     [𝑠] (64) 
 
Já a frequência natural, número de ciclos realizados pelo sistema em um 







     [𝐻𝑧] (65) 
A.2.2: Sistema amortecido 
Para um sistema amortecido, obtém-se a seguinte solução para a Equação 
(55): 
 𝑠1,2 = −𝜔𝜉 ± 𝜔√𝜉2 − 1 (66) 
 
O termo 𝜉2 − 1 pode ser positivo, nulo ou negativo, caracterizando os casos 
de super-amortecimento (𝜉 > 1), amortecimento crítico (𝜉 = 1) ou sub-amortecimento 
(0 < 𝜉 < 1), respectivamente. Sistemas estruturais com amortecimento maior que o 
amortecimento crítico não são observados em estruturas civis. 
Para o caso de amortecimento crítico, tem-se: 
 𝑠 = −𝜔𝜉 (67) 
 
Assim, a solução da equação diferencial de movimento é: 
 𝑢(𝑡) = (𝐴 + 𝐵𝑡)𝑒−𝜔𝑡 (68) 
 
No caso de sistemas sub-amortecidos é conveniente escrever a equação 
característica da seguinte forma: 





 𝜔𝑑 = 𝜔√1 − 𝜉2 é a frequência angular amortecida. 
 
A solução da equação diferencial de movimento para um sistema sub-
amortecido é: 
 𝑢(𝑡) = 𝑒−𝜔𝜉𝑡(𝐴 cos𝜔𝑑𝑡 + 𝐵 sin𝜔𝑑𝑡) (70) 
 
Essa resposta também pode ser expressa por: 
 𝑢(𝑡) = 𝑢0𝑒
−𝜔𝜉𝑡 cos(𝜔𝑑𝑡 − 𝜃) (71) 
 
Sendo 𝑢0 e 𝜃 dados pelas Equações (62) e (63). 
A Figura 79 apresenta a resposta de um sistema com amortecimento 
submetido à vibração livre. Ao contrário do caso sem amortecimento, a amplitude da 
resposta decai exponencialmente.  
 
 
Figura 79 – Resposta de um sistema com amortecimento submetido a vibração livre. 
Adaptado de (PAULTRE, 2011) 
 
O sistema oscila com uma frequência angular 𝜔𝑑 e tem período natural 
amortecido 𝑇𝑑. Conforme Paultre (2011), a faixa de taxa de amortecimento de 0 a 20% 




se que 𝜔𝑑 = 0,995𝜔 e 𝑇𝑑 = 1,005𝑇. Ou seja, na prática a frequência angular difere 
pouco da frequência angular amortecida. 
 
A.3: Vibração forçada 
Uma carga externa pode ser classificada como harmônica, periódica, 
transiente ou impulsiva. Uma carga é dita harmônica quando sua variação no tempo 
pode ser representada pela função seno ou cosseno. Carga periódica é aquela que 
apresenta repetições a um intervalo regular de tempo, denominado de período. Carga 
transiente é a que apresenta variação arbitrária no tempo. Carga impulsiva é uma 
carga transiente de duração muito curta. 
A seguir é apresentado o tratamento matemático em um sistema submetido 
a uma carga harmônica. Para os demais tipos de cargas periódicas o tratamento será 
o mesmo, uma vez que o carregamento pode ser transformado em um carregamento 
harmônico por meio de uma série de Fourier. 
Na situação de vibração forçada, a solução da equação diferencial é da 
forma 𝑢(𝑡) = 𝑢ℎ + 𝑢𝑝. O primeiro termo corresponde à solução da equação 
homogênea22 e é definida como resposta transiente. Já o segundo termo corresponde 
à solução da equação particular e é definida como resposta permanente. 
A resposta transiente é a parcela da resposta relativa à vibração livre e, 
consequentemente, é definida pelas condições iniciais do movimento. Para sistemas 
amortecidos, essa parcela decai exponencialmente e, por isso, muitas vezes é de 
pouco interesse. Já a resposta permanente é definida pelo carregamento externo. 
Para uma carga harmônica 𝑃(𝑡) = 𝑃0 cos ?̅?𝑡, onde 𝑃0 é a amplitude e ?̅? é a 
frequência angular da excitação, a equação diferencial de movimento do sistema fica: 
 𝑚?̈?(𝑡) + 𝑐?̇?(𝑡) + 𝑘𝑢(𝑡) = 𝑃0 cos ?̅?𝑡 (72) 
 
A resposta permanente desse sistema é dada por: 
 𝑢𝑝(𝑡) = [
𝑢𝑒𝑠𝑡
√(1 − 𝑟2)2 + (2𝜉𝑟)2
] cos(?̅?𝑡 − 𝜃) (73) 
Onde: 
                                            




 𝑢𝑒𝑠𝑡 = 𝑃0/𝑘 é o deslocamento estático 
 𝑟 = ?̅?/𝜔 é a razão de frequências 
 𝜃 = tan−1[2𝜉𝑟 (1 − 𝑟2)⁄ ] é o ângulo de fase. 
 
A amplitude 𝑢0 da resposta permanente é: 
 𝑢0 = [
𝑢𝑒𝑠𝑡
√(1 − 𝑟2)2 + (2𝜉𝑟)2
] (74) 
 
A razão entre a amplitude da resposta permanente 𝑢0 e o deslocamento 






√(1 − 𝑟2)2 + (2𝜉𝑟)2
] (75) 
 
A Figura 80 e a Figura 81 apresentam a variação do fator de amplificação 
dinâmico do deslocamento e do ângulo de fase em função da razão de frequências 
para algumas taxas de amortecimento. 
 
 
Figura 80 – Fator de amplificação dinâmico do deslocamento em função da razão 





Figura 81 – Ângulo de fase em função da razão entre as frequências da excitação e 
a do sistema estrutural 
 
Denomina-se ressonância a situação na qual o fator de amplificação 
dinâmico dos deslocamentos é máximo. Da Equação (75), verifica-se que isto ocorre 




[(1 − 𝑟2)2 + (2𝜉𝑟)2] = 4𝑟(𝑟2 − 1 + 2𝜉2) = 0 (76) 
 
A Equação acima tem a seguinte solução não nula: 
 𝑟𝑟𝑑 = √1 − 2𝜉2 (77) 
 
A Equação (77) fornece o cálculo da razão de frequências que ocasiona 
ressonância no sistema. A resposta máxima pode ser obtida substituindo-se a 









Na Figura 80 apresenta-se a linha de máximos, a qual foi construída a partir 
das duas equações anteriores. 
Para estruturas com taxa de amortecimento estrutural baixas, como as 
passarelas, verifica-se que 𝑟𝑟𝑑 ≈ 1. 
Com relação ao ângulo de fase, independentemente da taxa de 
amortecimento, o ângulo de fase da resposta é 𝜋 2⁄  quando 𝑟 = 1. Esse é um fato que 
é utilizado em ensaios de vibração forçada para identificar a ocorrência da ressonância 
em estruturas civis, pois, para a faixa de ocorrência da taxa de amortecimento para 
as estruturas correntes, 𝑟𝑟𝑑 ≈ 1. 
Verifica-se também que quanto menor a taxa de amortecimento, maior é o 
fator de amplificação dinâmico dos deslocamentos. Ou seja, quanto menor a taxa de 
amortecimento, mais crítico será o fenômeno da ressonância. 
 
A.4: Sistema com vários graus de liberdade 
Seja o sistema com 3 graus de liberdade apresentado na Figura 82 ou outro 
com 𝑛 graus de liberdade. Impondo o equilíbrio dinâmico de cada uma das massas, 
obtém-se a seguinte equação matricial: 
 [𝑀]{?̈?} + [𝐶]{?̇?} + [𝐾]{𝑢} = {𝑃} (79) 
 
Sendo que {?̈?}, {?̇?} 𝑒 {𝑢} são vetores de dimensão 𝑛 e estão associados à 
aceleração, velocidade e posição, respectivamente. Já [𝑀] é a matriz de massa, [𝐶] 
é a matriz de amortecimento e [𝐾] é a matriz de rigidez. {𝑃} é o vetor do carregamento 
atuante em cada um dos graus de liberdade. 
 
 





A.4.1: Vibração livre não amortecida 
Para um sistema sem amortecimento e sem excitação externa, a Equação 
(79) reduz-se a: 
 [𝑀]{?̈?} + [𝐾]{𝑢} = 0 (80) 
 
Para esse caso, procura-se soluções do seguinte tipo: 
 {𝑢} = {∅} sin(𝜔𝑡 − 𝜃) (81) 
 
Substituindo-se a Equação (81) na (80), obtém-se: 
 [[𝐾] − 𝜔²[𝑀]]{∅} = {0} (82) 
 
Para que a Equação (82) tenha solução não trivial, o determinante da matriz 
dos coeficientes deve ser nulo, ou seja: 
 𝑑𝑒𝑡( [𝐾] − 𝜔²[𝑀] ) = 0 (83) 
 
A Equação (83) leva-nos à solução de um problema de autovalor, que dá 
origem a uma equação polinomial de grau 𝑛 de onde é possível definir as 𝑛 
frequências angulares (e frequências naturais) 𝜔1, 𝜔2…𝜔𝑛 e os 𝑛 vetores modais 
∅1, ∅2…∅𝑛 associados. Por exemplo, um pórtico plano tal como o apresentado na 
Figura 83(a) e representado por um sistema com dois graus de liberdade 
(deslocamento horizontal dos patamares) dado na Figura 83(b) terá duas frequências 
naturais e, relativo a cada uma delas, dois modos de vibração. 
 
A.5: Método da superposição modal 
O método da superposição modal consiste em definir o vetor deslocamento 
{𝑢} de uma estrutura com 𝑛 graus de liberdade a partir do somatório dos 𝑛 vetores 
modais multiplicados pela amplitude modal 𝑧, conforme define a Equação (84). 
Graficamente, o método é apresentado na Figura 84. 








                
(c) 
Figura 83 – Pórtico plano (a) sistema com dois graus de liberdade equivalente (b) e 
modos de vibração (c) 
 
 
Figura 84 – Resposta obtida pelo somatório dos componentes modais (PAULTRE, 
2011) 
 
Sendo a matriz modal [Φ] composta pelos 𝑛 vetores modais ∅1, ∅2…∅𝑛, a 
Equação (84) pode ser reescrita da seguinte maneira: 





Uma vez que a matriz modal é constante ao longo do tempo, os vetores 
velocidade e aceleração são definidos por: 
 {?̇?} = [Φ]{?̇?} (86) 
 {?̈?} = [Φ]{?̈?} (87) 
 
 
Substituindo-se as Equações (85), (86) e (87) na (79): 
 [𝑀][Φ]{?̈?} + [𝐶][Φ]{?̇?} + [𝐾][Φ]{𝑧} = {𝑃} (88) 
 
Para prosseguimento da dedução do método, convém demonstrar a 
propriedade de ortogonalidade dos vetores modais de uma estrutura com relação às 
matrizes de massa e rigidez, conforme expresso nas equações abaixo (PAULTRE, 
2011): 
 {∅𝑗
𝑇}[𝑀]{∅𝑖} = 0,     𝑖 ≠ 𝑗 (89) 
 {∅𝑗
𝑇}[𝐾]{∅𝑖} = 0,     𝑖 ≠ 𝑗 (90) 
 
Sendo as matrizes de massa e rigidez simétricas e positivas definidas, 
define-se: 
 [?̃?] = [Φ𝑇][𝑀][Φ] (91) 
 [?̃?] = [Φ𝑇][𝐾][Φ] (92) 
 
Onde [?̃?] é uma matriz diagonal cujos termos da diagonal são dados por: 
 ?̃?𝑖 = {∅𝑖
𝑇}[𝑀]{∅𝑖} (93) 
 
E [?̃?] é uma matriz diagonal cujos termos da diagonal são dados por: 




Assume-se que os vetores modais também são ortogonais com relação à 




 [?̃?] = [Φ𝑇][𝐶][Φ] (95) 
 
Onde [?̃?] é uma matriz diagonal cujos termos da diagonal são dados por: 
 ?̃?𝑖 = {∅𝑖
𝑇}[𝑀]{∅𝑖} = 2𝜉𝑖𝜔𝑖?̃?𝑖 (96) 
 
Retomando a demonstração, pré-multiplica-se os termos da Equação (88) 
por [Φ𝑇]: 
 [Φ𝑇][𝑀][Φ]{?̈?} + [Φ𝑇][𝐶][Φ]{?̇?} + [Φ𝑇][𝐾][Φ]{𝑧} = [Φ𝑇]{𝑃} (97) 
 
Substituindo as Equações (91), (92) e (95) na (97), obtém-se: 
 [?̃?]{?̈?} + [?̃?]{?̇?} + [?̃?]{𝑧} = {?̃?} (98) 
 
Onde: 
 {?̃?} = [Φ𝑇]{𝑃} (99) 
 
Sendo cada termo do vetor {?̃?} é dado por: 
 𝑝𝑖 = {∅𝑖
𝑇}{𝑃} (100) 
 
Dada as propriedades das matrizes [?̃?], [?̃?] e [?̃?], a Equação (98) pode 
ser reescrita da seguinte forma: 
 ?̃?𝑖{?̈?} + 2𝜉𝑖𝜔𝑖?̃?𝑖{?̇?} + 𝜔𝑖
2?̃?𝑖{𝑧} = 𝑝𝑖 (101) 
 
Assim, verifica-se que a resolução de uma estrutura com 𝑛 graus de 
liberdade, a partir do método de superposição modal, equivale a resolver 𝑛 sistemas 
de um grau de liberdade, cujo tratamento teórico já foi abordado anteriormente. 
 
A.6: Integração numérica pelo método de Newmark 
O método de Newmark é um dos métodos para resolução de equações 




no domínio do tempo e fornece aproximações da solução exata em intervalos de 
tempo discretos ∆𝑡. Ou seja, para um tempo de análise 𝑡𝑑, tem-se aproximações no 
instante ∆𝑡, 2∆𝑡, … , 𝑡𝑛 = 𝑛∆𝑡, 𝑡𝑛+1 = (𝑛 + 1)∆𝑡, … , 𝑡𝑑. Pelo método de Newmark, essas 
aproximações, para um sistema com um grau de liberdade, são dadas pelas seguintes 
equações, obtidas a partir do Teorema de Taylor (PAULTRE, 2011): 
 ?̇?𝑛+1 = ?̇?𝑛 + (1 − 𝛾)∆𝑡?̈?𝑛 + 𝛾∆𝑡?̈?𝑛+1 (102) 
 𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 + ∆𝑡?̇?𝑛 + (
1
2
− 𝛽)∆𝑡2?̈?𝑛 + 𝛽∆𝑡
2?̈?𝑛+1 (103) 
Obs.: 𝑢𝑛, ?̇?𝑛e ?̈?𝑛 referem-se ao deslocamento, velocidade e aceleração no 
instante 𝑡𝑛 
 
Onde 𝛾 e 𝛽 são fatores de influência da aceleração nos instantes 𝑡𝑛 e 𝑡𝑛+1 
no incremento da velocidade e deslocamento, respectivamente. A Tabela 57 
apresenta pares de fatores clássicos do método de Newmark e os respectivos sub-
métodos. 
 
Tabela 57 – Fatores clássicos do método de Newmark (PAULTRE, 2011) 
𝜸 𝜷 Sub-método 
1/2 1/4 Aceleração média 
1/2 1/6 Aceleração linear 
1/2 1/12 Fox e Goodwin, Noumerov ou estrada Real 
1/2 0 Diferença central 
 
Nesse trabalho, aborda-se com mais detalhes, a partir de agora, o sub-
método da aceleração média. Substituindo-se 𝛾 = 1/2 e 𝛽 = 1/4 nas Equações (102) 
e (103), tem-se: 
 ?̇?𝑛+1 = ?̇?𝑛 +
∆𝑡
2
(?̈?𝑛 + ?̈?𝑛+1) (104) 
 𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 + ∆𝑡?̇?𝑛 +
∆𝑡2
4
(?̈?𝑛 + ?̈?𝑛+1) (105) 
 
Essa escolha de fatores garante que a solução seja estável para qualquer 
valor de ∆𝑡, ou seja, o método é incondicionalmente estável. Todavia, é necessário 




maneira geral, adota-se ∆𝑡 ≤ 𝑇/10 para representar com precisão a resposta de um 
sistema de um grau de liberdade com período natural 𝑇. Por exemplo, no caso de 
ações sísmicas utiliza-se incrementos de tempo de 0,01s ou 0,02 (PAULTRE, 2011). 
Das Equações (104) e (105), verifica-se que a solução no instante 𝑡𝑛+1 
depende das soluções no instante 𝑡𝑛 e 𝑡𝑛+1 (método implícito). Rearranjando a 




(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛) −
4
∆𝑡
?̇?𝑛 − ?̈?𝑛 (106) 
 




(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛) − ?̇?𝑛 (107) 
 
Escrevendo a equação diferencial do movimento no instante 𝑡𝑛+1, tem-se: 
 𝑚?̈?𝑛+1 + 𝑐?̇?𝑛+1 + 𝑘𝑢𝑛+1 = 𝑃𝑛+1 (108) 
 













?̇?𝑛 + ?̈?𝑛)𝑚 + (
2
∆𝑡
𝑢𝑛 + ?̇?𝑛) 𝑐 
(109) 
 
A Equação (109) fornece o deslocamento no instante 𝑡𝑛+1 a partir da 
resposta no instante 𝑡𝑛. A aceleração e a velocidade no instante 𝑡𝑛+1 são dadas pelas 
Equações (106) e (107), respectivamente, que dependem da resposta no instante 𝑡𝑛 
e do deslocamento no instante 𝑡𝑛+1, já definido. O processo de integração inicia-se, 
obviamente, no instante inicial, onde, geralmente, é conhecido deslocamento 𝑢0 e 
velocidade ?̇?0 iniciais. A aceleração inicial ?̈?0, quando não conhecida, pode ser 





(𝑃0 − 𝑐?̇?0 − 𝑘𝑢0) (110) 
 
Para sistemas com vários graus de liberdade, as equações expostas 





A.7: Matriz de amortecimento 
Conforme dado pelas Equações (89) e (90), os vetores modais de uma 
estrutura são ortogonais às matrizes de massa e rigidez, mas, geralmente, não são 
ortogonais à matriz de amortecimento. Todavia, impondo algumas condições, garante-
se a propriedade de ortogonalidade. Isso se justifica pela dificuldade em se calcular a 
matriz de amortecimento e pelo erro introduzido ser negligenciável (PAULTRE, 2011). 
Assim, a matriz de amortecimento será ortogonal se for proporcional às 
matrizes de massa e amortecimento. Ou seja: 
 [𝐶] = 𝑎0[𝑀] + 𝑎1[𝐾] (111) 
 





𝑇}[𝐾]{∅𝑖} = 𝛿𝑖𝑗 ?̃?𝑖 (112) 
 
De onde: 
 ?̃?𝑖 = 𝑎0?̃?𝑖 + 𝑎1?̃?𝑖 = (𝑎0 + 𝑎1𝜔𝑖
2)?̃?𝑖 (113) 
 
Este método foi proposto primeiramente por Rayleigh e é baseado na 
suposição de que dois amortecimentos modais são conhecidos para dois modos de 
vibração distintos (PAULTRE, 2011). Substituindo-se a Equação (113) na (96), obtém-









Se 𝑎1 = 0, o amortecimento é proporcional à massa e os modos superiores 
serão pouco amortecidos, já que essa parcela é inversamente proporcional a 
frequência. Já se 𝑎0 = 0, o amortecimento é proporcional à rigidez e os modos 
superiores serão muito amortecidos, já que essa parcela é diretamente proporcional 




pode-se calcular os coeficientes 𝑎0 e 𝑎1 a partir da Equação (114). A Figura 85 
apresenta a taxa de amortecimento em função da frequência. 
 
 
Figura 85 – Taxa de amortecimento em função da frequência para um 








ANEXO B: Número equivalente de pedestres 
Seja uma viga de comprimento 𝐿 dividida em 𝑛 elementos. Para este 
elemento, considere duas situações de carregamento nos nós: 
 Em cada um dos nós aplica-se um carregamento dinâmico de amplitude, 
frequência e fase iguais aos demais. 
 Em cada um dos nós aplica-se um carregamento dinâmico de amplitude 
igual aos demais, mas de frequência e fase diferentes. 
 
Comparando com a ação dinâmica de um grupo de pessoas, a segunda 
situação assemelha-se mais desse caso dado às diferenças entre cada um dos 
indivíduos. Todavia, a primeira situação torna a análise dinâmica do problema mais 
simples. Assim, é de interesse saber qual a amplitude do carregamento da primeira 
situação que provoca a mesma aceleração máxima do carregamento da segunda. Ou 
seja, qual o número de pedestres equivalente 𝑛𝑒𝑞, assumidos com mesma frequência 
e fase, que resultam na mesma aceleração máxima do número total de pedestres 𝑛, 
sendo estes com frequência e fase aleatórias. 
Esta relação é obtida igualando as acelerações máximas obtidas para cada 
situação. Dada à variabilidade dos parâmetros (taxa de amortecimento, frequência, 
número de pedestres), é procedida uma simulação de Monte-Carlo variando os 
mesmos (HIVOSS, 2008b). E a partir disso, define-se as Equações (2) e (3), já 








ANEXO C: Análise modal e dinâmica no SAP2000 
A análise modal no software SAP2000 (COMPUTERS AND 
STRUCTURES, INC, 2015) é realizada definindo-se uma Load Case do tipo Modal, 
do tipo Eigenvector (autovetores). A Figura 86 apresenta a captura de tela do ambiente 
de definição da análise modal no software SAP2000. O número de modos é definido 
de maneira a abranger todos os que estão nas faixas de riscos. 
 
 
Figura 86 – Definição da análise modal no software SAP2000 
 
Já a análise dinâmica é realizada definindo-se uma Load Case do tipo Time 
History. A Figura 87 apresenta a captura de tela do ambiente para definição da análise 
dinâmica no software SAP2000. 
Utiliza-se integração numérica para cálculo da resposta. O método 
especificado é o de Newmark com aceleração constante (Figura 88). Emprega-se um 
incremento de tempo 0,01s e um período de análise de 50s. 
O carregamento dinâmico é dado pela multiplicação de um carregamento 
estático por uma função dinâmica. O carregamento estático é dado pelo peso dos 




são os termos nos colchetes das Equações (47) e (48) e são importadas a partir de 
arquivos de texto construídos com valores a cada 0,01s. 
 
 
Figura 87 – Definição da análise dinâmica no software SAP2000 
 
A matriz de amortecimento é definida como proporcional (Figura 89). Para 
cálculo dos coeficientes define-se a taxa de amortecimento nas frequências que 
distam 0,1Hz da frequência natural de interesse. Os valores de taxa de amortecimento 
são adotados conforme Tabela 13. 
Realizados essas etapas, os resultados podem ser facilmente verificados 






Figura 88 – Definição do método de integração no software SAP2000 
 
 





ANEXO D: Modelagem do AMS no SAP2000 
A modelagem de um AMS no software SAP2000 (COMPUTERS AND 
STRUCTURES, INC, 2015) é feita ligando-se dois nós, um pertencente à estrutura e 
outro não, por um elemento link (em verde), conforme apresentado na Figura 90. 
 
 
Figura 90 – Modelagem de um AMS no software SAP2000 
 
A massa do AMS é aplicada no nó que não pertence à estrutura. Já as 
propriedades de rigidez e amortecimento são inseridas no elemento link. 
 
